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Comment préparer
les concours

Les conseils donnés dans le livre de premiere année restent valables : apprendre le cours, faire
des « exercices types », signalés comme classiques par le prof (si possible sans chercher a
mémoriser ces exercices mais plutdt la méthode qui les sous-tend), puis s’attaquer ensuite a des
exercices difficiles et longs, en essayant de garder le moral si les essais ne sont pas concluants.

B Comment gérer la deuxiéme année

O La deuxiéme année consiste, d’une part, a consolider les acquis de premiére année en
gardant en téte que de grosses parties du programme de premiére année font l’objet de
questions, d’exercices et de problémes aux concours, et d’autre part, a assimiler les notions de
deuxiéme année en un temps record (I’année dure environ 7 mois et demi avec les écrits qui
débutent dans la deuxiéme quinzaine du mois d’avril) : il faut donc étre efficace !

@® 1l est normal de ne pas savoir tout faire mais pas de panique si des exercices vous résistent :
les barémes des épreuves de maths aux concours permettent d’avoir une excellente note en
ayant traité correctement environ les 2/3 du sujet (et parfois moins).

© Il ne faut pas négliger ’informatique qui permet, du moins pour certaines questions, de
gagner quelques points sans y passer trop de temps.

B Comment préparer les écrits

O Il faut étre efficacement organisé afin d’optimiser son temps de travail.

Si ca n’a pas été fait en premieére année, séparer le plus distinctement possible les documents
d’algébre, d’analyse, de probabilités et d’informatique, puis les ranger selon leur type (cours,
TD) en triant les devoirs et leur corrigé (DM, DS, CB), et pour finir les classer selon la difficulté
ressentie (elle est différente d’un étudiant a 1’autre).

Il faut garder un rythme régulier sans se priver de sommeil et tout en se nourrissant
correctement : ce n’est pas une plaisanterie, les concours exigent une forme physique
irréprochable donc il ne s’agit pas de s’y présenter complétement « cuit » en avril !

@® Il faut s’entrainer a mener a leur terme, et sans erreur, les calculs classiques (sommes,
dérivées, intégrales, sommes de séries, résolutions de systémes), le but est d’acquérir une
technique suffisamment bonne qui permette de ne pas perdre trop de temps dans les calculs le
jour des concours en minimisant au mieux 1’apparition d’erreurs fatales : il y a trop de points a
perdre en concluant mal par un calcul faux une question que I’on avait comprise.

© 11 faut repérer et annoter les exercices et les sujets étudiés (ou seulement certaines parties)
pour lesquels on a été pris en défaut. En effet, il est trés payant d’apprendre de ses erreurs en
refaisant certaines parties de devoirs et en analysant pourquoi on n’a pas eu la bonne idée alors
qu’on aurait pu ou di I’avoir : qui ne s’est pas traité de tous les noms en lisant un corrigé et en
se demandant pourquoi il n’a pas eu 1’idée pourtant simple utilisée par le correcteur ?

La réponse est souvent dans un cours superficiellement appris ou une méthode mal assimilée.
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O 11 faut s’habituer, lors des devoirs et des CB, a travailler la lisibilité de la copie, ainsi que la
qualité de la rédaction et la bonne numérotation des questions traitées car toutes les écoles
conceptrices ont mis au point un systéme de bonus (ou malus) équivalent a environ 1 point sur
20 (parfois plus) : ¢a vaut donc le coup de s’appliquer un peu et de ne pas se mettre le correcteur
a dos. Il ne faut surtout jamais tricher en voulant faire croire qu’on a répondu a une question
alors que ce n’est manifestement pas le cas : ¢’est contre-productif.

© Il faut faire en sorte que les 4 heures d’épreuve aient permis de s’intéresser a tout ce que
I’on pensait pouvoir faire a priori : il n’est pas question de sortir d’une épreuve en n’ayant
méme pas lu des questions, pourtant faisables, disséminées dans un exercice ou un probléme.

O 11 faut avoir un vrai goiit de I’effort méme si parfois, c¢’est difficile ! On n’a rien sans rien
et ca vaut vraiment le coup de se « faire mal » et de ne pas se laisser décourager par une
éventuelle série de mauvaises notes, mais en prenant chaque contre-performance comme un
enseignement : il reste du travail & fournir !

Le mental compte énormément dans la préparation des concours, surtout en deuxiéme année.

B Comment préparer les oraux

Dans ce livre, le pictogramme \!) indique les exercices (entiers ou non) déja posés a ’oral ou
intéressants a étudier en vue de 1’oral.

Quelques conseils valables pour les trois oraux :

* [l est inutile de tracer des traits verticaux afin de partager le tableau en trois ou quatre parties.
En effet, le candidat est parfois amené a effacer 1’un de ces traits car il géne la mise en place de
la réponse (dans le cas de formules longues par exemple) !

¢ Il faut commencer a écrire le plus a gauche possible et dérouler vers la droite, ce qui peut
possiblement éviter d’avoir a effacer donc a perdre un peu de temps.

¢ [l faut éviter de tourner constamment le dos aux examinateurs, un oral est aussi con¢u pour
évaluer le sens de la communication des candidats.

* Souvent, on s’en veut de ne pas trouver une réponse mais il faut garder son calme car si on
s’énerve contre soi-méme, ¢a se voit, les jurés le ressentent et peuvent se sentir agressés.

© Oral HEC (préparation 30 minutes, passage 30 minutes) : deux examinateurs par jury.

Cet oral est constitu¢ d’un exercice contenant une question de cours en rapport avec le théme
abordé que le candidat prépare pendant 30 minutes et qu’il expose pendant 20 minutes environ
et d’une question sans préparation que le candidat découvre « en live » et pour laquelle il a
environ 10 minutes. Il n’est souvent pas question de tout faire mais il faut montrer qu’on n’est
pas sec et qu’on peut proposer des pistes, encore faut-il que les pistes en question soient de
vraies idées (a I’oral, on voit beaucoup de candidats qui bluffent en donnant des pistes qui n’en
sont pas : les jurés reperent vite ce genre de manceuvre donc il vaut mieux avouer qu’on ne sait
pas et guetter une aide de leur part ou demander I’autorisation de passer a la question suivante).

® Oral ESCP (durée 30 minutes) : deux examinateurs par jury.

Cet oral est constitué de deux exercices sans préparation : un exercice long dont les questions
sont de difficulté progressive pour environ 20 minutes et un exercice court plus « brutal » pour
environ 10 minutes. Il n’y a pas de question de cours sauf si le candidat a proféré une grosse
bétise, dans ce cas, le jury veut savoir de quoi il retourne, ce qui semble normal !...

Les remarques émises pour 1’oral HEC restent valables pour 1’oral ESCP.
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© Oral EDHEC (durée 20 minutes) : un seul examinateur par jury.

Dés son inscription, le candidat précise la matiére choisie (culture générale, économie, histoire
géographie et géopolitique ou mathématiques), et une fois son admissibilité connue, il dépose
aupres de ’EDHEC le théme qu’il souhaitera aborder pour son oral.

Pour I’instant, les modalités d’interrogation ne sont pas définitivement arrétées mais 1’oral de
maths devrait, semble-t-il, se découper en deux temps :

* Un premier temps (moins de 5 minutes) pendant lequel le candidat présente son sujet en
expliquant son choix et en donnant quelques pistes d’utilisation des notions abordées.

* Un deuxiéme temps (un peu plus de 15 minutes) pendant lequel I’examinateur propose un
exercice qui, par essence, n’aura pas été préparé a I’avance par le candidat (il est possible que
cet exercice soit précédé d’une ou plusieurs questions de cours liées au théme et utiles pour sa
résolution).

B Conclusion

La deuxiéme année est redoutable par son intensité et par ses enjeux mais incroyablement
enrichissante sur le plan intellectuel et sur le plan mental, ce qui la rend passionnante a vivre.
Profitez-en et donnez le meilleur de vous-méme : la récompense vous attend au bout !
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Chapitre

Compléments
d'algebre linéaire

Georg Frobenius (1849-1917) effectue ses études

dans les universités de Géttingen puis de Berlin

ou il suit les cours des plus grands mathématiciens
allemands de '’époque comme Kronecker, Kummer

et Weietrsrass. Par la suite, il enseigne dans cette

méme ville puis a 'Ecole polytechnique de Zurich.

Les travaux de Frobenius en algebre linéaire ont justifié et
généralisé plusieurs résultats effleurés par ses prédécesseurs,
en particulier sur le polyndme caractéristique.

B Un peu d'histoire

Dans la deuxieme moitié du XVIII® siecle, différents mathématiciens ont manipulé
les coefficients de systemes d’équations linéaires, comme Bézout, Vandermonde
et méme Lagrange. En l'absence de notation sous forme de tableau, on aboutissait
a des calculs lourds mais ces mathématiciens avaient compris I'intérét du déterminant.
Ce n'est cependant qu’en 1850 que le mathématicien anglais James Sylvester intro-
duit, sous le nom de matrice, un tableau de nombres dont les éléments représentent
des coordonnées des images de vecteur d"une base par une application linéaire. Son
compatriote Arthur Cayley définit, peu apres, les opérations d’addition et de multi-
plication, les traitant ainsi comme des nombres et non des tableaux de nombres.
Il démontre en dimension 2 et 3 le théoreme de Cayley-Hamilton ; Frobenius donnera
une preuve générale en 1878.



HHE Objectifs

M Les incontournables

> Connaitre la définition d'une matrice de passage et les formules de changement
de base.

> Connaitre la définition et les propriétés de la trace d'une matrice.
> Connaitre la définition de deux matrices semblables.

> Connaitre la définition de la somme de 7 sous-espaces vectoriels.

B Et plus si affinités

> Savoir montrer qu’une somme de 7 sous-espaces est directe.



HEHE Résumeé de cours

Dans ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension 7 (avec ne N*).

B Somme de r sous-espaces vectoriels

Ce paragraphe généralise les notions vues au chapitre 21 du tome 1 a une somme de » sous-
espaces vectoriels.

0 Somme
Définition 1.1. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F, des sous-

espaces vectoriels de E.

On appelle somme de F;, F,, ..., F,,’ensemble not¢ F,+F,+...+F, ou ZF} défini par :
i=1

F+F+..+F, ={x1 + X, +...+xr,(x1,x2,...,xr)eFl x F, ><...><Fr}.

Théoréme 1.1. — La somme de » sous-espaces de E est un sous-espace vectoriel de E.

O Somme et somme directe
Définition 1.2. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F, des sous-

espaces vectoriels de E. On dit que la somme F =F +F, +...+F, est directe si pour tout
vecteur x de F, il existe un unique r-uplet (xl,xz,...,x,) de FixF,x..xF, tel que :
X=Xx+XxX,+..+X,

Dans ce cas,onnote F=F®F ®...®F, ou F =PF;.
i=1

Théoréme 1.2. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et Fy, F,, ..., F,. des sous-
espaces vectoriels de E.
La somme F +F,+..+F, est directe si, et seulement si, pour tout r-uplet (xl,...,x,) de

Fix..xF,, onal’implication : x; + x, +...+x, =0; = Vie[[l,r]], x;=0g.

= Meéthode 1.1. Comment montrer qu’'une somme de r sous-espaces est directe ?

Remarque 1.1. — Il ne faut pas oublier le cas particulier » =2 pour lequel on a vu dans le
tome 1 le résultat suivant : la somme F; + F, est directe si, et seulement si : F; N F, = {O E} .
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Définition 1.3. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F, des sous-

espaces vectoriels de E.
e Onditque £ estsommede F,, F,, ..., F.si E=F+F,+..+F,.

e Ondit que E est somme directede F, F,, ..., F, si E=F;.

i=1

Théoréme 1.3. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F, F,, ..., F,. des sous-

espaces vectoriels de E.
E est somme de £, F,, ..., F, si, et seulement si, pour tout vecteur x de E, il existe un r-uplet

(x1,X,.0,%, ) de Fix Fyx..xF, tel que : x =2 +x; +...+X,.

= Meéthode 1.2. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme
de r sous-espaces®?

Théoréme 1.4. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F, F,, ..., F. des sous-

espaces vectoriels de E.
E est somme directe de F;, F,, ..., F, si, et seulement si, pour tout vecteur x de E, il existe un

unique r-uplet (xl,xz,...,x,) de FixF,x..xF, telque: x=x +x, +...+ X,.

Théoréme 1.5. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F, F,, ..., F,. des sous-
espaces vectoriels de £, de bases respectives B, B, , ..., B, .
E est somme directe de Fj, F,, ..., F, si, et seulement si, la famille obtenue par concaténation

(c'est-a-dire juxtaposition) des bases B, B, ..., B, est une base de E.

Théoréme 1.6. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F,. des sous-

espaces vectoriels de E.
E est somme directe de F;, F,, ..., F. si, et seulement si :

.
E=F +F,+..+F, et ) dimF, =dimE
i=1
En d'autres termes, £ est somme directe de F, F,, ..., F,. si, et seulement si, les deux
conditions suivantes sont réalisées :

e Vxek, El(xl,xz,...,xr)eleFz x..xF, telque: x=x +x, +...+Xx,.

o dimF +dimF, +...+dim F, =dim E .

= Meéthode 1.3. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme directe
de r sous-espaces?
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B Changement de base

U Matrice d'une famille de vecteurs
Définition 1.4. — On note @z(el,...,e,,) une base de E et Tz(fl,...,fp) une famille de p

vecteurs de E ( p e N*). On appelle matrice de la famille F dans la base B, la matrice de

M, (]R) dont les coefficients de la j “™ colonne sont les coordonnées de f; dans la base ®.

Remarque 1.2. — Soit x un vecteur de E et (xl,. ..,x,,) les coordonnées du vecteur x dans une
X
base B de E. La matrice du vecteur x dans la base 3 est la matrice colonne X =

Xn

Propriété 1.1. — Soit B = (el,...,en) une base de E et F = (fl,...,f,,) une famille de n vecteurs
de E. La matrice de Fdans la base 3 est inversible si, et seulement si, ¥ est une base de E.

= Meéthode 1.4. Comment montrer matriciellement qu'une famille est une base ?

O Matrice de passage
Définition 1.5. — On note B=(e,,....e,) et B =(e],....e,) deux bases de E. On appelle

matrice de passage de la base B a la base B la matrice de @' dans la base ®.

Propriété 1.2. — Pour toutes bases B et B de E, la matrice de passage P de B a B est
inversible et P! est la matrice de passage de B a 3.

O Formules de changement de base

Théoréme 1.7. — Soit B et B deux bases de E et P la matrice de passage de Ba ®'. Si, pour
tout vecteur x de E, on note X (respectivement X') la matrice du vecteur x dans la base B
(respectivement 3'), alorsona: X = PX".

Définition 1.6. — (Rappel) Soit E un espace vectoriel de dimension 7, de base B = (e, yeres€y ) .
Si f est un endomorphisme de £, on appelle matrice de f relativement a la base B (ou dans la
base ®) la matrice de M,(R), notée matg( /), dont la j*m colonne est formée des

coordonnées du vecteur f (e_]-) dans la base 3.

Théoréme 1.8. — Soit B et B deux bases de E et P la matrice de passage de Ba ®'. Si, pour
tout endomorphisme f de E, on note A (respectivement A') la matrice de f dans la base B
(respectivement B'), alorsona: A'=P1AP.
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O Matrices semblables
Définition 1.7. — Deux matrices 4 et A" de M, (R) sont dites semblables s'il existe une

matrice P de M, (R), inversible, et telle que : A'=P'4P.

Théoréme 1.9. — Deux matrices carrées sont semblables si, et seulement si, elles représentent
le méme endomorphisme dans des bases différentes ou non (dans ce dernier cas, les matrices
sont ¢galesetona P=1).

B Trace d'une matrice carrée

O Deéfinition

Définition 1.8. — Pour toute matrice 4= (a,-y j) e M, (R), on appelle rrace de 4, le réel

1<i,j<n

noté Tr(4), égal a la somme des éléments diagonaux de 4. Onadonc : Tr(4)=>a,, .
P

Remarque 1.3. — La trace d'une matrice n'a de sens que si la matrice est carrée.

U Linéarité de la trace

Propriété 1.3. — L'application qui, a toute matrice de M, (R) associe sa trace est une forme
linéaire sur M, (R) . Autrement dit :

. VAeMn(R),Tr(A)eR.

o VdeM,(R), VBeM,(R), VAeR, Tr(A+B)=Tr(A4)+Tr(B) et Tr(Ad)=A Tr(4)

d Trace d’un produit

Propriété 1.4.— Pour toutes matrices M et N de M, (R), ona:
Tr(M N)=Tr(NM)

U4 Invariance de la trace par similitude

Propriété 1.5.— Deux matrices semblables ont méme trace. Autrement dit, si P est une matrice
inversible de 9, (R), ona:

VAeM,(R), Tr(A4)=Tr(P4P)
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HE Méthodes

B Somme de sous-espaces

0 Méthode 1.1. Comment montrer qu’'une somme de r sous-espaces
est directe ?

Pour montrer que la somme de trois sous-espaces F;, F, et F; est directe, on
montre que : ‘v’(xl,xz,x3)eF] xFxF, x+x+x=0 = x;=x,=x=0.

La généralisation a r sous-espaces se fait sans difficulté: la somme
F+F, +...+ F, estdirecte si, et seulement si, on a :

V(xl,xz,...,x,)eleFz x.xXE o xq+x+.+x,=0 = Vie[[l,r]], x;=0g.

= Exercice 1.7
Exemple. Dans l'espace vectoriel R; [x] , on donne :

F = {P eR, [x], VxeR, P(x) =P(—x)} .
G={PeR;[X], P(0)=P(1)=P(2)=0}.
H={PeR;[x], P(1)=P(2)=P(3)=0}.

Montrer que la somme de F, G et H est directe.

Soit B, B, B des vecteurs appartenant respectivement a F, G et Htelsque A+ P+ P =0.
En évaluant cette égalité en 1 puis en 2, on obtient : B, (1) =H (2) =0.

Comme B appartient a F, on a donc aussi : A (—1) =B (—2) =0.

Le polynéme A de R; [x] , posseéde au moins 4 racines distinctes, c¢’est donc le polynome nul.
Puisque P, est nul, il ne reste plus que I’égalit¢ P, + P =0 et, en [’évaluant en 0 puis en 3, on
trouve : P(0)=0 et P,(3)=0.

Les polynomes P, et P ont donc eux aussi au moins 4 racines distinctes (0, 1, 2 et 3) donc ils
sont nuls.

Finalement,ona: =P =F =0.

Lasomme F+G+ H estdirecte et on peut donc lanoter FO@GD H .
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O Méthode 1.2. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme
de r sous-espaces ?

Pour montrer qu’un espace E£ est la somme de » sous-espaces F, F, ..., F,., il
suffit de prouver que :
VxekF, El(xl,xz,...,x,) el xFyx. . xF. telque: x=x+x, +...+X,.

= Exercices 1.2, 1.9
Exemple.

Pour tout entier naturel &k de [[l,n]] , on note A4, le sous-espace de M, (R) constitué des
matrices dont toutes les colonnes sauf la k™ sont nulles.

Montrer que M, (R) =4 +A4+..+4,.

Soit M une matrice quelconque de 9, (R) . En notant, pour tout k €[[1,n]], M; la matrice dont

les colonnes sont nulles, sauf la k ™ qui est égale a la k ™ colonne de M, on a, par
construction, M =M, +...+ M, , et comme chaque matrice M, appartienta A4, , on obtient bien

M, (R)=4 + 4 +..+ 4,.

O Méthode 1.3. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme
directe de r sous-espaces ?

Pour montrer qu’un espace £ est somme directe de » sous-espaces F,, F, ..., F,,il
y a trois méthodes :
e On montre qu’on obtient une base de £ en concaténant des bases de £, ..., F,.
e On montre que les deux conditions suivantes sont réalisées :

O VxeEFE, El(xl,xz,...,x,) eFixFyx.xF. telque: x=x+x, +...+X,.

® dimF +dimF, +..+dimF, =dimE .
e On montre (par analyse-synthése), que pour tout vecteur x de E, il existe un
unique r-uplet (xl,xz,...,x,) de FixF,x..xF, tel que: x=x+x, +...+x, (voir
I’exercice 1.8).
Remarque. Lorsque » =2, relire le chapitre 21 du tome 1 et voir I’exercice 1.6.

= Exercices 1.8, 1.9

Exemple. On reprend I’exemple précédent.
Pour tout entier naturel £ de [[l,n]], on note A, le sous-espace de M, (]R) constitué des

matrices dont toutes les colonnes sauf la ki¢me sont nulles.
Montrer que M, (R) =4 P4, D..DA,.
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Méthode 1.
Notons (Ei,j )lgign la base canonique de 9, (R) . Pour tout k de [[1,n], la famille (E],k,...,E,,,k)

1<j<n
est une base de 4, et, en concaténant ces bases, on obtient la base canonique de M, (R) donc
onabien M, (R)=4 @4 .0 4,.
Méthode 2.
On a déja montré dans la méthode 1.2 que M, (R) =A + A, +...+ A4, donc il ne reste plus qu’a
vérifier que dim 4 +dim 4, +...+dim 4, = dim M, (R)=n?.

Notons (E

. iizn la base canonique de M, (R).

1<j<n

Pour tout & de [[l,n]] , la famille (El,k ,...,En’k) est génératrice de 4, par définition, elle est libre

en tant que sous-famille de la famille libre (Ei’ i )lgis,, , donc c¢’est une base de 4, , ce qui prouve
T 1L <n

que dim 4, =n, et ainsi dim 4, +dim 4, +...+dim 4, =nxn=n*> =dimM, (R).
On peut conclure que M, (R)=4® 4, ®...® 4, .

B Matrice de passage

O Méthode 1.4. Comment montrer matriciellement qu'une famille est
une base ?

Soit un espace vectoriel £ de base @:(el,...,e,,). Pour montrer qu'une famille

F= ( Sirenes f,,) de n vecteurs de E est une base de £, on montre que la matrice de ¥

dans la base B est inversible.
Cette matrice est alors la matrice de passage de la base B alabase F .

= Exercices 1.3, 1.4

Exemple. Soit B = (el ,62,63) la base canonique de R*. On donne u = (I,0,0) , V= (—1,2,— 2) et
w= (3,— 1,2) . Montrer que la famille (u,v, w) est une base de R>.

Ona: u=e, v=—e +2e, —2e; et w=3¢ —e, +2e;. La matrice de la famille (u,v, w) dans B

1 -1 3 1 -1 3
estdonc: P={0 2 -—1| qui admet pour réduite de Gauss la matrice [0 2 -1| (ona
0o -2 2 0 0 1

effectué dans P l'opération ¢lémentaire Ly < Ly + L,).
Cette matrice est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls donc P est
inversible et ainsi, (u,v, w) est une base de R3.
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HE Vrai/Faux

Vrai Faux

1. Soit 4, B, C trois matrices de M, (R) . Si A est semblable a B et B est D D
semblable a C, alors 4 est semblable a C.

2. Toute matrice semblable & une matrice scalaire est scalaire.

3. Pour toutes matrices 4 et B de M, (R) ,ona:
Tr(AB)=Tr(A) Tr(B)
4. L'ensemble des matrices de M, (]R) de trace égale a 1 est un sous-

espace vectoriel de M, (IR).

5. L'ensemble des matrices de M, (R) de trace nulle est un sous-espace

vectoriel de M, (R).

6. Toute matrice de trace nulle est non inversible.

7. SiF, G, H sont des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £ tels
que FNGNH= {OE} , alors la somme F+G+ H est directe.

8. Onnote 3= (el,ez,...,en) la base canonique de R”.On a:
R” =Vect(el)@Vect(ez)@...@Vect(en)

9. Si E,, ..., E, sont des sous-espaces d’un espace vectoriel £, alors :
VkeN*, dim(E, +..+ E;, ) <dim(E,) +...+ dim(E, )

10. Soit fun endomorphisme de E. Si Fj, ..., F, sont des sous-espaces de
E stables par f, c’est-a-dire tels que : Vk e [[l,r]] , xXeF, = f(x) eF,,
alors F| + F, +...+ F, est stable par f.

O 0O O Oooo0o o o
O 0O o oo oo
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BE Enoncé des exercices

4[ & Exos-minute }

O Exercice 1.1. S.J — Soit 4 une matrice non nulle de M, (R) . On considére I’application
¢ définie par: VM e M, (R), (p(M) =M —Tr(M)A .

On admet (le lecteur pourra le vérifier) que ¢ est un endomorphisme de M, (R) .

On suppose que Tr(A) =1. Montrer que ¢ n’est pas injectif, puis que @ est un projecteur.

Q Exercice 1.2. E!J — Soit £ un espace vectoriel et fj, ..., f, des endomorphismes de £
tels que : fi +...+ f, = Id . Montrer que £ = Im(f1)+...+lm(fp).

Q Exercice 1.3. — Dans l'espace vectoriel R*, ondonne : f; =(1,1,2,1), f, =(1,-10,1),
f:=(0,0,-L1) et f;=(1,2,2,0). On note B la base canonique de R*.
1. a) Ecrire la matrice P de la famille 8 =( £, f3, f3, /;) dans @.

b) En déduire que @' est une base de R*.

4 -1 3 3
4 -1 -1 -1 o

2. a) On pose Q= 0 2 2 2 . Calculer PQ puis déterminer P~'.
4 2 2 2

b) En déduire les coordonnées du vecteur x = (—1,1,1,2) dans la base 3'.

Q Exercice 1.4. — Dans I'espace vectoriel 9, (R), on donne :

10 12 12 12
4={y o} 2=lo o} <=5 o) 2[5 )
00 0 0 30 3 4

1. a) Ecrire la matrice P de la famille @' =(A4,B,C,D) dans la base canonique B de M, (R).
b) En déduire que ' est une base de M, (R).

i . 6 4
2. On considére la matrice M :(O 4).

a) Déterminer P!.
b) En déduire les coordonnées de M dans la base B’ .
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U Exercice 1.5. @J — Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On
désigne par / la matrice identité de 9, (R).

1. Montrer la propriété du cours stipulant que, si M et N sont deux matrices de M,(R ), alors on
a Tr(MN) = Tr(NM).

2. a) En déduire la preuve de D’autre propriété du cours selon laquelle deux matrices
semblables ont méme trace.

b) Montrer qu’il n’existe aucun couple (A,B) de matrices de M,(R ) tel que AB—BA=1.

O Exercice 1.6. — Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On désigne
par [ la matrice identité de M, (R) On note Tr l'application qui a toute matrice de M, (R)

associe sa trace. On rappelle que Tr est une forme linéaire sur M, (R) .
1. Montrer que : Im(Tr)=R.
2. En déduire la dimension de Ker(Tr) .
3. Etablir que : M, (R)=Ker(Tr)® Vect (/).
D'aprées EDHEC

Q Exercice 1.7 **. E.B — Soit # un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout entier i de ﬂl,n]] ,
p; désigne un projecteur de E.
On suppose que pour tout couple (i, /) de [[I,n]]2 ti#j = pop;=0.
Montrer que la somme Im( Pi ) +...+ Im( DPn ) est directe.
D'apres EML

Q Exercice 1.8*. \..n.J — Soit f'un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On suppose que
I’endomorphisme f vérifie /3 = f . Montrer que E =Ker(f) ®Ker(f —1d;)®Ker(f +1d;).

QO Exercice 1.9*. — Soit n un entier naturel au moins égal a 2. Pour tout entier naturel & de
[[l,n]] ,onnote E, I’ensemble constitué¢ des polynémes de R, [x] qui s’annulent en k.

1. a) Montrer que E, est un sous-espace de R, [x]
b) Quelle est la dimension de E, ?

2. a) Montrer que R, [x]=E, + E, +...+ E, + R, [x].
b) Etablir que R, [x]< E, +E, +...+ E, eten déduire que R, [x]=E +E, +..+ E, .
c) A-t-on R, [x]=E ®E, ®..0E, ?

3. Montrer qu’on a, pour tout k de [[l,n]] ' R, [x] =F, ®R, [x] .
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B Pour vous aider a démarrer

Exercice 1.1. Calculer ¢(4).

Exercice 1.2. Appliquer 1’égalité donnée a un vecteur x quelconque de E.
Exercices 1.3 et 1.4. Pour la question 2.b), utiliser les formules de changement de
base.

Exercice 1.5. Pour la question 1, revenir a la définition de la trace.

Exercice 1.6. Pour la question 1, ne pas oublier de justifier que Tr n'est pas
'application nulle.

Exercice 1.7. Utiliser la méthode 1.1.

Exercice 1.8. Effectuer un raisonnement analyse-synthése.

Exercice 1.9. Pour la question 1.b), écrire, pour tout polynéme P de E,,

P(x)=(x—k)Q(x), ou Q est un polynome de R, [x].
Pour la question 2.a), on pourra considérer, pour tout polynéme P de R, [x] , les
polyndmes Q, définis par: O (x)= l(P()c) —~ P(k)) .
n
Pour la question 2.b), trouver par exemple les réels a et f permettant d’écrire

a=a(x=1)+p(x=2)+0+..+0.

Pour la question 2.c), considérer les dimensions des sous-espaces Ej .
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BB Corrigé des vrai/faux

1. 1 2. | 3. | 4. | 5 | 6. | 7. |8 | 9 |10
v A% F F v F F v A% v

1. Soit 4, B et C trois matrices de M, (R).

A est semblable a B signifie qu'il existe une matrice P de M, (R) , inversible, telle que :
B=P7'AP . B est semblable a C signifie qu'il existe une matrice Q de M, (]R) , inversible, telle
que: C=07'BQ.

On obtient ainsi : C=07! (P‘IAP)Q = (Q‘IP‘I)A(PQ) . En notant R =PQ, on sait que R est
inversible (produit de deux matrices inversibles) etona: R™' =Q~ P!,

Onadonc: C=R'4R . Lamatrice 4 est bien semblable a C.

2. Soit B une matrice scalaire de M, (]R) , c'est-a-dire telle que : ILeR, B=AJ,. Si 4 est une
matrice de M, (R) semblable a B, c'est qu'il existe une matrice P de M, (]R) , inversible, telle
que: A=P7'BP.Onen déduit que: 4=P"(Al,)P=AP'[,P=AP'P=1,.

On en conclut que toute matrice semblable a une matrice scalaire est scalaire.

1 2 1 0 1 2
3. Prenons par exemple dans %, (R) : Az( ) et Bz( ) Ona: ABz( )
0 3 0 1 0 3

On constate que : Tr(A4)Tr(B)=4x2=8 et Tr(A4B)=4. Ainsi : Tr(A4B)=Tr(4) Tr(B).

4. Comme la matrice nulle de M, (R) est de trace nulle, elle n'appartient pas a I'ensemble des

matrices de M, (]R) de trace égale a 1, qui n'est donc pas un sous-espace vectoriel de M, (R) .

5. Notons H I'ensemble des matrices de M, (R) dont la trace est nulle.

Par définition, H est le noyau de I’application linéaire Tr (trace) donc c’est un sous-espace
vectoriel de M, (R).

Remarque. On pouvait montrer (ce n’est pas tres difficile) que H est inclus dans M, (]R) , hon
vide, et stable par combinaison linéaire.

1 0
6. Par exemple, considérons dans M, (]R) la matrice (O 1). Elle est bien de trace nulle, et

elle est inversible (car elle est diagonale a coefficients diagonaux non nuls).
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7. Considérons E=R?, F :Vect((l,l,l)), G :Vect((l,O,l)) et H :Vect((O,l,O)). Bien siir,
ona: {0}c FNGNH . Par ailleurs, si x est ¢lément de F "GN H , alors x appartient & G

donc sa deuxiéme composante est nulle. Mais x appartient aussi a H donc sa premicre et sa
troisiéme composante sont nulles. Ainsi, tout élément de F "G N H est nul.

Onendéduitque: FNGNH C {0} .Onadoncmontré : FNGNH = {0} .

Cependant, 1'implication [V(x,y, z)e FXGxH,(x+y+z=0)=>x=y=z= 0} n'est pas vraie.
En effet, en choisissant x =(l,l,1) Y :(—1,0,—1) et z= (0,—1,0) ,onabien: xeF, yeG,
ze H et x+ y+2z=0. Pourtant, aucun des vecteurs x, y ou z n'est le vecteur nul.

La somme F + G+ H n'est donc pas directe.

8. Les vecteurs ¢, e, ..., e, sont non nuls donc (¢), (e,), ..., (e,) sont des bases,
respectivement de Vect(el), Vect(ez), . Vect(en) et la concaténation de ces bases est une

base de R” (en I’occurrence la base canonique de R”).
Ainsi, R” =Vect (el ) @ Vect(e2 ) ®D...0 Vect(en ) .

9. C’est vrai et ¢a se prouve par récurrence.

e Pour k=1, 0nabien dim(E,)<dim(E,).

e Si l'on suppose, pour un entier k fixé supérieur ou égal a 1, que
dim(E, +...+ E, ) <dim(E, ) +...+dim(E, ), alors, d’apres la formule de Grassmann (théoréme
21.12 dutome 1), 0on a:

dim(E, +..+ E, + E,,|)=dim(E, +...+ E, )+ dim(E,,,) - dim((E, +...+ E,) N E,,,)
D’apres I’hypothése de récurrence, on obtient :

dim(E, +...+ E, + E,,)<dim(E, ) +...+dim(E,,, ) —dim((E, +..+ E, )N E,,,)
Comme une dimension est positive, on a dim((E, +...+ E,)NE,,; )20 et on peut majorer
davantage, ce qui donne :

dim(E, +..+ E, + E,,,)<dim(E, ) +...+dim(E, )+ dim(E,,)

e On a bien montré par récurrence que :

VkeN", dim(E, +...+ E,)<dim(E,)+...+dim(E,)

10. Par définition d’une somme de sous-espaces, pour tout élément z de F| +...+ F. , il existe
un r-uplet (yy,...,y, )€ F x Fy x..x F, tel que z=y, +...+ y,.

Par linéarité de f,ona : f(z)=f(y)+..+ f(».). Puisque F, ..., F, sont stables par /; on a
f(m)eR, f(m)eF, ..., f(y.)eF,, ce qui prouve que f(z) est élément de F +...+ F,,
c'est-a-dire que F| +...+ F, est stable par f.

La somme de r sous-espaces de E, stables par f, est stable par f.
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4 Les erreurs classiques

e Ne pas croire que la somme F+F,+..+F, est directe lorsque
FENnFE nN..NF, ={0E} scen’estvraiquesi r=2.

e Attention aux propriétés de la trace. Par linéarité, la trace d'une somme de
matrices est égale a la somme des traces. En revanche, la trace du produit de deux
matrices n'est pas égale, en général, au produit des traces.

e Il n'y pas de lien entre I’inversibilit¢ d'une matrice et le fait que cette matrice
soit de trace nulle.
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HE Corrigé des exercices

Exercice 1.1
Ona @(A)=A4-Tr(4)A=A4—-A4=0. Comme A n’est pas la matrice nulle, Ker(¢) n’est pas
réduit a la matrice nulle donc ¢ n’est pas injectif.

Par linéarité de ¢, on a de plus :

VM eM,(R), 9> (M)=¢(M -Tr(M)4)=o(M)-Tr(M)p(4) = o(M)

Ceci prouve que ¢> =@ donc que @ est un projecteur.

Exercice 1.2

En appliquant I’égalité¢ f; +...+ f, = Id aun vecteur x quelconque de E, on obtient :

VxekE, x=f1(x)+...+fp(x)
Comme, par définition, f (x), R (x) appartiennent respectivement a Im( fl), ces Im( fp),

on en déduit : E=Im(f1)+...+Im(fp).
= Méthode 1.2

Exercice 1.3

1 1 0 1
. . .. -1 0 2

1. a) La matrice P de la famille @' dans la base 3 est, par définition : P = 0o -1 2l
1 1 10

b) On trouve PO =41, ce qui s’écrit P x %Q =1 et prouve que P est inversible, et ainsi @'

est une base de R*.
= Méthode 1.4

2. a) Avec Px%QzI,on en déduit :

4 -1 3 3
pi_ly 1 4 -1 -1 -1
4 40 2 =2 2

4 2 2 -2
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b) Soit X la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur x dans la base Bet X' celle
formée des coordonnées de x dans B’ . Le théoréme 1.7 donne X = PX',soit: X'=P7'X .
Comme x= (—1, 1,1, 2) , les coordonnées de x dans la base canonique B de R* sont

(-1,1,1,2).
-1 -4 -1 3 3V -1 3
| , , 1| 4
Onadonc X = etonobtient: X' =P ' X =— .
1 4, 0 2 -2 2 1 1
2 4

Les coordonnées de x dans @' sont donc (3,— 2,1,— 2) .

Exercice 1.4

1 0 0 1 0 0 0 0
1. a) On note EH:( ), E1z=( ), E21:( ), E22:( ) les vecteurs de la
’ 0 0 ’ 0 0 ’ 1 0 ’ 0 1

base canonique B de M, (R) .
On a: A = El,l N B = El,l +2E1,2 N C = El,l +2E1,2 +3E2,l et D :El,l +2E1’2 +3E2’1 +4E2,2 .

1 1 11
: : .. 2 2 2

La matrice P de la famille @' dans la base B est, par définition : P = 00 3 3l
0 0 0 4

b) La matrice P est triangulaire sans élément diagonal nul, elle est donc inversible.
Ceci prouve que la famille 3’ est une base de M, (R).
= Méthode 1.4

12 6 0 0
1o 6 -4 0
1210 0 4 3|

0 0 0 3

2. a) Par la méthode du pivot de Gauss, on trouve : P! =

b) Soit X la matrice colonne formée des coordonnées de M dans la base B et X' celle
formée des coordonnées de M dans B’ . Le théoréme 1.7 donne X = PX’,soit: X' =P'X .
Comme M =6E, | +4E,, +4E, ,, les coordonnées de M dans la base @ sont : (6, 4, 0,4) .

6 12 -6 0 0Y6 4
4 , , 1o 6 —4 ofl4] | 2
Onadonc X = etonobtient: X' =P ' X =— = .
0 121 0 0 4 -3}0 -1
4 0 0 0 3)\4 |

Les coordonnées de M dans @' sont donc (4, 2,—1, 1).
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Exercice 1.5

1. En notant m;; et n;; les termes généraux des matrices M et N, le terme de la i “™ ligne et de la

Jjme colonne de MN est : 7; ; Zm, i 1y, ; - Celui de la matrice NM est : s, Zn, emg ;-
k=1 (=1

OnadOHC:Tr(MN)ZZ ll szlknkl Zznkl lk _Zznkl lk_zskk_Tr(NM)
i=1

i=1 k=1 i=1 k=1 k=1 i=1
Conclusion :
Tr(MN) = Tr(NM)

2. a) Soit 4 et B deux matrices semblables. Il existe donc une matrice P de M, (R ), inversible,
telle que : B=P'AP.
On a alors: Tr(B) :Tr(P‘lAP) = Tr((P‘lA)P) :Tr(P(P‘lA)) , cette derniére égalité étant
justifiée grace a la premicre question. On obtient donc :

Tr(B)="Tr(PP™'4)=Tr(14)=Tr(4)

b) Raisonnons par ’absurde en supposant qu'il existe un couple (A,B) de matrices de M,(
R)telque AB—BA=1.
Alors, en prenant la trace, on aurait : Tr(A4B—BA)=Tr(I), puis, par linéarité¢ de la trace, on
obtiendrait Tr(A4B)—Tr(BA)=n,d o0 n=0 car Tr(A4B)=Tr(BA).
C'est absurde puisque n > 2 . Par conséquent, il n'existe aucun couple (A,B) de matrices de M,(
R)telque AB—BA=1.

Exercice 1.6

1.Im(Tr) est un sous-espace vectoriel de R, il est donc soit de dimension 0 et Im(Tr) ne

contient que le réel 0, soit de dimension 1 et Im(Tr) est alors égale a IR.

Comme Tr(/)=n=0, Im(Tr) contient un autre réel que 0 donc la premiere possibilité n’est

pas recevable. En conclusion :
Im(Tr) =R

2. D’apres la formule du rang, on a : dim #,(R) = dimIm(Tr) + dimKer(Tr).

Comme dimIm(Tr) =1, ona:
dimKer(Tr) =n2-1

3. La matrice / n’étant pas la matrice nulle, on a : dim Vect (/) = 1. Ceci permet d’écrire :

dim 9,(R) = dimKer(Tr) + dim Vect (/)
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11 reste donc & montrer que Vect(/) M Ker(Tr) = {0}.
Soit donc M une matrice appartenant a Vect(/) N Ker(Tr) . Comme M appartient a Vect([), il
existe un réel o tel que M =alctona Tr (M) = no. Comme, de plus, M appartient a Ker(Tr),

on obtient n o, = 0. De plus, n est supérieur ou égal a 2 donc on a a. = 0, ce qui donne M = 0.
On vient de montrer que : Vect(/ )mKer(Tr) c{0}. L’inclusion réciproque étant évidente (tous

les espaces vectoriels contiennent le vecteur nul), on a bien :
M (R) = Ker(Tr) ® Vect([)

Exercice 1.7

Soit # un entier supérieur ou égal a 2. Soit n vecteurs y,...,», appartenant respectivement a
Im(pl),...,lm(pn) tels que y, +...+y, =0. Pour tout i de [[l,n]] , y; appartient a Im(pi) donc
il existe un vecteur x; de E tel que y, = p;(x;). Onadonc: py(x)+..+ p,(x,)=0.

Pour tout entier j de [[1, n]] , on applique le projecteur p; a la relation précédente, ce qui donne :

P (Zp[(xl-)) =0 dot Y (p;op)(x)=0 (linéarité de p;)
i=1 i=1
Pour i#j, p;op;=0 etdeplus, p;op,=p, (car p; estun projecteur), donc il reste un seul
terme de la somme : p; (xj) =0. Ainsi: Vje [[l,n]], y;=0.
En conclusion, la somme Im( 12 ) +...+Im(p,) estdirecte.

= Méthode 1.1

Exercice 1.8

On effectue un raisonnement analyse-synthese.
« Soit x un vecteur de E. On suppose qu’il existe trois vecteurs x;, x, et x; respectivement dans

Ker(f),Ker(f—1d;) etKer(f+1dy) tels que x=x +x, +x;.
Rappelons que pour tout réel A,ona: x eKer(f—MdE) & f(x) =A\x.
Ici,onadonc: f(x)=0, f(x;)=x, et f(x3)=—x;.
On en déduit :

f(x) =X, — X3
En appliquant & nouveau f, on obtient :

fH(x)=x+x

De ces deux égalités, on peut conclure :
1 1
X, =5(f2 (x)+f(x)) et x; :5(f2 (x)—f(x))
Enfin, puisque x = x; +x, + x3, on a nécessairement :

X =X—Xy—X3= x—fz(x)
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Cette partie « analyse » prouve que si x=x; +x, +x; alors x;, x, et x; sont uniques (définis
comme ci-dessus).

« Soitx un vecteur de E. Onpose x; =x— f2(x), x, =%(f2(x)+f(x)), X3 =%(f2(x)—f(x)).

Comme f3 = f, on a successivement :

f(x)=7(x)-f3(x)=0 donc: x; eKer(f).
f(x2)=%(f3(x)+f2(x))=%(f(x)+f2(x))=x2 donc : x, e Ker(f —Idy).

f(x3)=%(f3(x)—f2(X))=%(f(x)—f2(x))=—x3 donc : x; eKer(f +1dy).
Enfin, ona s 3 +3,-+.x, = v— £ (x) 4 12 (x) £ 3£ (x) +2. £ (x) =5 £ (x)=x.

Cette partie « synthése » prouve qu’il existe x;, x, et x; tel que x=x; +x, + x; puisque ceux
trouvés dans la partie « analyse » conviennent.
« Conclusion :
E=Ker(f) ®Ker(f —Idg)®Ker(f+1dy)
5> Méthode 1.3

Exercice 1.9

1. a) Tout d’abord, E, est non vide puisqu’il contient le polyndme nul (qui s’annule bien en k)
et on a bien I’inclusion de £, dans R, [x] puisque E, contient des polyndémes de R, [x] .

Pour finir, si I’on prend deux polyndémes P et Q de E,, ainsi qu’un réel A, on a, par définition

de I’addition de deux polyndmes et du produit d’un polyndéme par un réel :
(P+1Q)(k)=P(k)+1Q(k)=0+1x0=0

Ceci prouve que P+ AQ appartienta Ej .

Conclusion : E, estun sous-espace de R, [x] .

b) Pour tout polynoéme P de E, on a P(x)=(x—k)Q(x), ou Q est un polynéme de
n—l1 n—l1

R, [x]. ce qui sécrit: P(x)=(x—k)) gx' =) ¢, x'(x—k). Ceci montre que la famille
i=0 i=0

(xi (x—k))o« | est génératrice de E) . De plus, c’est une famille libre car elle contient des
SIsSn—

polyndmes non nuls de degrés 2 a 2 distincts (propriété 8.11 du tome 1). Par conséquent, cette
famille est une base de E; et comme elle contient # polyndmes, ona dimE, =n.

2. a) Pour tout polyndme P de R, [x] , on peut écrire :

P(¥) =23 (P(x) - P(K)+ -3 P(K)

= k=1
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Comme chaque polynome @, défini par O, (x)=l(P(x)—P(k)) est ¢lément de E, la
n

premiere somme est élément de E, +E, +...+ E, et la deuxiéme est un polyndme constant
¢lément de R, [x] donc ona :
R, [x]=E +E; +..+ E, + R [x]

b) Soit P un polynéme de R, [x] pour lequel il existe un réel a tel que : VxeR, P(x)=a.
On peut écrire a = a(x—1)+a(2—x)+ 0 +...+ 0, ce quiprouve que :
N / — ——
EEI EEZ EE3 EE“
Ro[x]<E +E, +..+E,

Pour finir, on a IR,,[)C]:ElJrE2 +...+E,,+R0[x] et R, [x]cE1+E2 +..+E, donc
]R,,[x]cEl +E, +...+ E,. Comme l’inclusion réciproque est acquise (théoréme 1.1), on a
bien :
R,[x]=E +E, +..+E,
= Méthode 1.2

n
c) Comme dimE, =n, alors ZdimEk =n?, et comme dimRn[x]=n+l on en déduit
=1

n
ZdimEk #dimR, [x] car I’équation n? =n+1 n’a pas de solution entiére.
k=1
Ainsi, R, [x] n’est pas somme directe de E, Ej, ..., E, .
= Méthode 1.3

3. En s’inspirant de la méthode utilisée dans la question 2.a) on a :
VPeR,[x], P(x)=P(x)-P(k)+P(k)
%,—/

[
€k, eRo[x]

On en déduit R,[x]=E;, +R,[x], et comme dimR,[x]=dimE, +dimR,[x], on peut
conclure (théoréme 21.17 du tome 1) que la somme est directe :

R, [x]=E; ® Ry [x]
Remarque. Il était également facile de justifier que E, mRO[x]z{ORn[x]} : en effet si 'on

prend un polynéme dans I’intersection, ce polyndme est constant et il s’annule en k& donc c’est le

polynoéme nul.
= Méthode 1.3
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Chapitre

Réduction :
endomorphismes
et matrices carrées

Camille Jordan (1838-1922) entre premier a I'Ecole
polytechnique a 17 ans et s'engage aussitot

dans la recherche, malgré son activité d'ingénieur.

Son ceuvre touche tous les domaines des mathématiques.
Ses travaux sont particulierement novateurs dans le cadre
de la théorie des groupes et de l'algebre linéaire mais aussi
en géométrie analytique. Par son esprit synthétique

et ses talents de pédagogue, il forme, encourage

et fascine toute une génération de mathématiciens.
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=

B Un peu d’histoire

Lalgebre linéaire, sous la forme que nous connaissons, se met en place seulement dans
la deuxieme moitié du XIX¢ siecle. Pourtant, nombre de ses propriétés ont été entre-
vues bien auparavant dans l'étude de problemes concernant des systémes linéaires
a plusieurs inconnues ou des équations différentielles. Leonhard Euler, Gabriel
Cramer, Etienne Bézout mais surtout Alexandre Vandermonde en ont été de brillants
contributeurs.

Des problemes de mécanique conduisent a la recherche de valeurs propres ; c’'est ainsi
que Joseph Lagrange en est sans doute l'initiateur dans des études sur la stabilité
du systéme solaire.

En 1829, Cauchy montre qu'une matrice symétrique a valeurs propres distinctes
est diagonalisable. Weierstrass généralise ce résultat en 1858. Peu apres, Jordan
et Frobenius raffinent les méthodes de réduction de matrices, méme pour celles
qui ne sont pas diagonalisables.



EHE Objectifs

M Les incontournables

> Connaitre les définitions de valeur propre, vecteur propre et sous-espace propre d'une
matrice (ou d'un endomorphisme).

> Savoir déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres d'une matrice (ou d'un
endomorphisme).

Savoir démontrer qu'une matrice (ou un endomorphisme) est diagonalisable (ou pas).

> Savoir utiliser un polynéme annulateur d'une matrice (ou d'un endomorphisme) pour la
recherche de valeurs propres.

M Et plus si affinités

> Maitriser quelques applications de la diagonalisation (étude de suites récurrentes
imbriquées, calcul des puissances d'une matrice...).

> Réduire des endomorphismes ou des matrices non diagonalisables.

> Réduire des matrices de taille n.



HEHE Résumeé de cours

La lettre E désigne un espace vectoriel de dimension n (n € N*) .

B Rappels
La lettre / désigne un endomorphisme de £ et A une matrice de M, (R) .

O Polynéme matriciel, polynéme d’endomorphisme

Définition 2.1. — Soit r un entier naturel et P un polynéme de R[x] tel que : P(x)= Zr: a;x* .
k=0
P(A) est la matrice de M, (R) définie par: P(A4)= Zr:akAk .
k=0
P(f) est I'endomorphisme de £ défini par : P(f)=> a;f* .
k=0

Exemple 2.1.— Si P est le polynome défini par P(x) =3x? —x-2,alors :
P(A)=34>-A-2I et P(f)=3/*—f-2ld;

Propriétés 2.1. — Soit P et O deux polynomes de ]R[x] , o et B deux réels. Ona :
(aP+BQ)(4)=aP(4)+BO(4) et (PO)(4)=P(4) O(4)
(aP+BO)(f)=aP(f)+BO(f) et (PO)(/)=P(f)°0(/)

O Polynéme annulateur
Définition 2.2. — On dit que le polynome P est annulateur de f (respectivement de A) si
P(f) =0 (respectivement P(A) =0).

Exemple 2.2. — Si f'est une homothétie, (c'est-a-dire : IA R, f=AIdy), alors le polynome
P défini par P(x) =x—A est annulateur de /. En effet : P(f) =f—-Md; =0.

Exemple 2.3. — Si f'est un projecteur de £, alors le polyndme P défini par P(x) =x%—x est
annulateur de 7. En effet, tout projecteur fvérifie : /% = f donc P ( f ) =0.

Théoréme 2.1. — Toute matrice de M, (]R) admet au moins un polynéme annulateur non nul.
Tout endomorphisme de £ admet au moins un polynéme annulateur non nul.
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B Eléments propres

O Eléments propres d'une matrice
La lettre A désigne une matrice de M, (R), avecne N".

Définitions 2.3. — Le scalaire A est valeur propre de A4 s'il existe un vecteur colonne X non nul
de M, (R) tel que AX =AX, c’est-a-dire si le systtme AX =AX. n’est pas de Cramer.

L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de 4 et est noté Sp(A) .
Si A est une valeur propre de 4, tout vecteur colonne X non nul de M, ; (R) tel que AX =X

est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A, et l'ensemble EK(A) de tous les

vecteurs X tels que 4X =LA X, est appelé sous-espace propre de A associé a la valeur propre A.

Théoréme 2.2. — Le scalaire A est valeur propre de 4 si, et seulement si, la matrice 4—A/
n'est pas inversible.
En particulier, 0 est valeur propre de A si, et seulement si, la matrice 4 n'est pas inversible.

Remarque 2.1. — On a aussi l'équivalence : 4 est inversible si, et seulement si, 0 n'est pas
valeur propre de 4.

Propriété 2.2. — Les valeurs propres d'une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux.

Propriété 2.3. — Le sous-espace propre de 4, noté E, (A4), associé a la valeur propre A, est un

sous-espace vectoriel de M, (R) etona :

E (A)={XeM,,(R), AX =AX}={X e M, (R), (4-M )X =0}

Propriété 2.4. — Soit A un scalaire et X un vecteur de M, , (R) tel que : AX =X .
Pour tout polynéme Q, ona: Q(4)X =0(1) X .

Remarque 2.2. — Cas particuliers importants.
« Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors pour tout polynome Q, X est

un vecteur propre de la matrice Q(4) associé a la valeur propre Q().
« Soit A un réel et X un vecteur de M, (R) tel que : AX =AX . Pour tout entier naturel k£, on a :
AFX =X .

Théoréme 2.3. — Si P est un polynéme non nul annulateur de A4, alors toute valeur propre de 4
est racine de P.

= Meéthode 2.3. Comment déterminer, avec un polynéme annulateur,
les valeurs propres possibles d'une matrice ?
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Théoréme 2.4. — Toute matrice de M, (R) posseéde au plus n valeurs propres.

O Eléments propres d'un endomorphisme
La lettre f désigne un endomorphisme de E et on rappelle que £ est un espace vectoriel

de dimension n (n € N*) )

Définitions 2.4. — Le scalaire A est valeur propre de fs'il existe un vecteur x non nul de £ tel
que f(x)=Ax.L’ensemble des valeurs propres de f est appelé spectre de fet est noté Sp( f).

Si A est une valeur propre de f, tout vecteur x non nul tel que f (x) =)x est appelé vecteur
propre de f associé a la valeur propre A, et I'ensemble E,(f) de tous les vecteurs x tels que

f (x) =\x, est appelé sous-espace propre de fassocié a la valeur propre A.

Propriété 2.5.— Soit A une valeur propre de f.
Le sous-espace propre E, (f) de f, associé a la valeur propre A, est un sous-espace vectoriel de

FEetona:
E,(f)=Ker(f -Mdy)

Théoréme 2.5.— Le réel A est valeur propre de fsi, et seulement si f —Ald; n'est pas injectif.
En particulier : 0 est valeur propre de I'endomorphisme fsi, et seulement si, fn'est pas injectif.

Remarque 2.3. — Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme
injectif est bijectif. On a donc les équivalences suivantes :

» Le réel A est valeur propre de f'si, et seulement si, f —Ald; n'est pas bijectif.
« En particulier, 0 est valeur propre de fsi, et seulement si, f n'est pas bijectif.
On a donc la propriété suivante :

Propriété 2.6. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
L'endomorphisme f'de E est bijectif si, et seulement si, 0 n'est pas valeur propre de f.

Théoréeme 2.6. — Soit £ un espace vectoriel de dimension 7.
L'endomorphisme f'de E posséde au plus » valeurs propres et ses sous-espaces propres sont en
somme directe.

Propriété 2.7. — Pour tout endomorphisme f'de £, on a :
> dimKer(f—-Md)<dimE
1eSp( f)
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Théoréme 2.7. — La concaténation (c'est-a-dire la juxtaposition) de familles libres de sous-
espaces propres de f associés a des valeurs propres deux a deux distinctes forme une famille

libre de E. En particulier, si A, A,,..., A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes de /et

sont des vecteurs propres de f associ€s respectivement a A;,A,,...,A,, alors la

SI Xp, X5,y X ot o

P

famille (xl,xz,...,x ) est libre.

P

Propriété 2.8. — Soit A un scalaire et x un vecteur de £ tel que : f (x) =\x.
Pour tout polyndme Q, ona: O(f)(x)=0(1)x.

Remarque 2.5. — Cas particuliers importants.
« Si x est un vecteur propre de fassoci€ a la valeur propre A, alors pour tout polynéme Q, x est

un vecteur propre de l'endomorphisme Q( f ) associé a la valeur propre Q(X) .
« Soit A un scalaire et x un vecteur de £ tel que : f (x) =Ax.

Pour tout entier naturel k, ona : f* (x) =N x.

Théoréme 2.8. — Si P est un polynéme non nul annulateur de f; alors toute valeur propre de f°
est racine de P.

= Meéthode 2.4. Comment déterminer, avec un polynéme annulateur,
les valeurs propres possibles d'un endomorphisme ?

d Lien entre éléments propres d'une matrice et d'un endomorphisme

Théoréme 2.9. — Soit B une base de £, fun endomorphisme de £ et 4 la matrice de f'dans la
base B. Soit x un vecteur de £ et X la matrice du vecteur x dans la base ®.

« Le scalaire A est valeur propre de fsi et seulement si A est valeur propre de 4.
« x est vecteur propre de f associé a la valeur propre A si, et seulement si, X est vecteur propre
de 4 associé a la valeur propre A.

= Méthode 2.1. Comment déterminer les valeurs propres d'une matrice

ou d'un endomorphisme ?

= Meéthode 2.2. Comment déterminer les sous-espaces propres d'une matrice
ou d'un endomorphisme ?

B Diagonalisation des matrices

U Matrices diagonalisables
Définition 2.5. — La matrice 4 de M, (R) est diagonalisable s'il existe une matrice P

inversible et une matrice D diagonale telles que D =P~'AP ou, ce qui revient au méme, telles
que 4=PDP™".
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Remarque 2.6. — Autrement dit, la matrice 4 est diagonalisable si, et seulement si A4 est
semblable a une matrice diagonale.

d Conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité

Théoréme 2.10. — Soit 4 une matrice de M, (R) admettant comme valeurs propres A, ..., A,
( p< n) , et By (4), ... E; (4) les sous-espaces propres de A4 respectivement assocics a ces

valeurs propres.

p
La matrice 4 est diagonalisable si, et seulement si : M, (R) =®@E, (A).
=1

Théoréme 2.11. — Soit 4 une matrice de M, (]R) admettant comme valeurs propres A, ..., A,

( pSn) , et By (4), ... E; (A) les sous-espaces propres de A4 respectivement assocics a ces
valeurs propres.

P
La matrice 4 est diagonalisable si, et seulement si : Zdim E, (A)=n.

i=1

U Condition suffisante de diagonalisabilité

Théoréme 2.12. — Soit 4 une matrice de M, (R) . Si 4 posseéde exactement n valeurs propres

distinctes 2 a 2, alors 4 est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

Remarque 2.7. — Une autre condition suffisante sera vue au chapitre 12.

= Méthode 2.5. Comment savoir si une matrice est diagonalisable ?

B Diagonalisation des endomorphismes

0 Endomorphismes diagonalisables
Définition 2.6. — L'endomorphisme f de E est diagonalisable s’il existe une base de E formée
de vecteurs propres de f.

d Conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité

Théoréme 2.13. — L'endomorphisme f'de E est diagonalisable si, et seulement si, il existe une
base de £ dans laquelle sa matrice est diagonale.

Théoréme 2.14. — Soit fun endomorphisme de £ admettant comme valeurs propres A, ..., A,
( p< n) s et By (f), oo E ( f) les sous-espaces propres de f respectivement associés a ces

valeurs propres.

p
L'endomorphisme f'de E est diagonalisable si, et seulementsi: E=@® FE, (f).
=1
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Théoréme 2.15. — Soit fun endomorphisme de £ admettant comme valeurs propres Ay, ..., A,

( p< n) et By (f), ... Ey (f) les sous-espaces propres de f respectivement associés a ces
valeurs propres.

P
L'endomorphisme f'de E est diagonalisable si, et seulement si : Zdim E, (f)=dimE.
i=1

Théoréme 2.16. — L'endomorphisme f'de £ est diagonalisable si, et seulement si, l'une de ses
matrices dans une base de £ est diagonalisable.

d Condition suffisante de diagonalisabilité

Théoréme 2.17. — Si dim E = n et si 'endomorphisme f de £ posséde exactement n valeurs
propres distinctes 2 a 2, alors f est diagonalisable et chacun de ses sous-espaces propres est de
dimension 1.

= Méthode 2.6. Comment savoir si un endomorphisme est diagonalisable ?

® Valeurs propres et vecteurs propres d’'une matrice
avec Python

On suppose importée la librairie numpy.1inalg avec le racourci al.

Théoréme 2.18. — On suppose déclarée une variable M contenant une matrice M carrée d’ordre
7, ou 1 est un entier naturel non nul.

La commande al.eig (M) renvoie deux valeurs : un vecteur dont les éléments sont les valeurs
propres de M et une matrice dont la i¢ colonne est un vecteur propre de M associé a la i® valeur
propre.

Remarque 2.8. — L’instruction Sp, vp=al.eig (M) affecte a la variable Sp un vecteur a n
composantes contenant les valeurs propres de M, et a la variable vp une matrice carrée d’ordre
n dont les colonnes sont les vecteurs propres associés.
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HE Méthodes

W Eléments propres

O Méthode 2.1. Comment déterminer les valeurs propres d'une matrice
ou d'un endomorphisme ?

Soit £ un espace vectoriel de base 3 et f1'endomorphisme de £ dont la matrice dans
la base @ est notée A.

e Les valeurs propres de 4, ou de f, sont les scalaires A pour lesquels la matrice
A—M n'est pas inversible.

e Si la matrice 4 est triangulaire, les valeurs propres de A4, ou de f, sont les
coefficients diagonaux de 4.

e Dans le cas général, les valeurs propres de 4, ou de f, sont les valeurs de A pour
lesquelles le systéme AX =AX n’est pas de Cramer, c'est-a-dire qu’il existe des
matrices colonnes X non nulles qui sont solutions de ce systéme..

= Exercices 2.3, 2.4, 2.10, 2.11

S B~ DN

1 3
Exemple 1. Déterminer les valeurs propres de la matrice 4=| 0 51.
0 6

Comme la matrice 4 est triangulaire, on a : Sp (A) = {1,4, 6} .

Exemple 2. Soit f1'endomorphisme de R3 défini, pour tout vecteur x = (xl,xz,x3) de R3 par:
F(x)=(3%—2x, +2x3,—2x, + X, + 2x3,— 2%, —2x, +5x3). On note B=(ej,e;,e;) la base
canonique de R*® et 4 =mat, ( f ) . Déterminer les valeurs propres de 4 (ou de f).

Ona: f(eg)=/(1,0,0)=(1,-2,-2)=¢ —2e, - 2¢;.

De méme, on trouve f(e,)=—-2¢ +e, —2e; et f(e;)=2e +2e, +5e; donc:

1 -2 2
A=|-2 1 2
-2 -2 5

X
Le réel A est valeur propre de 4 si, et seulement si, le systeme AX =AX , avec X =| y |, n’est
z

pas de Cramer.
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x—2y+2z=) (1—7»)x—2y+22=0 —2x—2y+(5—k)z=0
Lo
AX =M & -2x+y+2z=ly < {-2x+(1-L1)y+2z=0 < {2x+(1-%)y+2z=0.

2x-2y+5z=)z | 2x-2y+(5-1)z=0 (1-1)x-2y+2z=0
R 2x-2y+(5-%)z=0 —2x-2y+(5-1)z=0
AX =X o (3-1)y+(r=3)z=0 <{(3-1)y+(A-3)z=0

2(h=3)y+(R-61+9)z=0  |2(k=3)y+(r=3)’z=0

-2x - 2y + (5—7»)2=O -2x -2y+ (5—7»)2=0
A= STl o)y 4+ (-3)z=0 =] (-M)y+  (A-3)z=0
((x=3) +2(2-3))z=0 (A=3)(r-1)z=0

Ce systeme est triangulaire donc il n’est pas de Cramer si, et seulement si, il comporte au moins
un pivot nul, donc si, et seulement si: 3—-A=0 ou (A-3)(A-1)=0.

On en déduit : Sp(A) = {1,3} .

U Méthode 2.2. Comment déterminer les sous-espaces propres d'une
matrice ou d'un endomorphisme ?

Soit £ un espace vectoriel de base B et f1'endomorphisme de £ dont la matrice dans
la base 3 est notée 4. Soit A une valeur propre A de 4 (ou de f).

e Les vecteurs propres de 4 associés a la valeur propre A sont les matrices
colonnes X solutions du systéme AX =2AX (équivalent a (A - )X =0).

e Les vecteurs propres de f associés a la valeur propre A sont les vecteurs x de £
dont la matrice X de x dans @ est vecteur propre de A4 associé a la valeur propre A.

= Exercices 2.3, 2.4, 2.6, 2.7, 2.10, 2.11

Exemple. On reprend l'exemple 2 de la méthode 2.1. Déterminer les sous-espaces propres de
A, puis de f.
X

Onnote X =| y | et on résout le systéme AX =AX .

z
—2x-2y+4z=0
e Pour la valeur propre A=1: AX =X & S x=y=z.
2y—-2z=0
z 1
Finalement, EI(A)= z|,ze Ry=Vect| |1
z 1
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e Pour la valeur propre A=3 : AX =3X < 2x-2y+2z=0 < x=-y+z.

-y+z -y z -1 1
E;(4)= vy | (nz)eR? =3 y |+|0], (1.z)eR?*=Vect|| 1 |,|0
z 0 z 0 1
-1 1 -1) (1
Ej(A)=1y| 1 |+z| 0|, (y,z)eR* =Vect|| 1 [,|0
0 1 0

Conclusion :
Le sous-espace propre de f‘associé a la valeur propre 1 est : E,(f)= Vect( (1,1,1) ) .

Le sous-espace propre de f'associé a la valeur propre 3 est : E; (f) = Vect( (—1,1,0),(1,0,1) ) .

B Polyndme annulateur

O Méthode 2.3. Comment déterminer, avec un polynéme annulateur,
les valeurs propres possibles d'une matrice ?

Soit 4 une matrice de M, (R).

Si on connait un polynéme annulateur P de 4, alors toute valeur propre de A4 est
racine de P. On détermine donc les racines de P et on sait que les valeurs propres
de A4 sont a chercher parmi ces racines.

En complément, pour savoir si une racine A de P est effectivement valeur propre
de A4, on peut utiliser la propriété suivante :

A est valeur propre de A4 si et seulement si la matrice 4 —AJ n'est pas inversible.

= Exercices 2.5, 2.6, 2.7, 2.9

2 2 1
Exemple. Soit la matrice A=| 2 -3 2|. Vérifier que le polyndme P défini par
-1 20

P(x) =x? +2x -3 est annulateur de 4. En déduire les valeurs propres de A4.
2 =2 1)/ 2 21 -1 4 2
Ona: A>=| 2 -3 2|| 2 -3 2|=|-4 9 -4
-1 2 0){-1 2 0 2 4 3

-1 4 2 2 21 1 00 0 00
Onen déduit: 4> +24-31=|-4 9 —4|+2| 2 -3 2(-3]0 1 0|=[0 0 O
2 4 3 -1 20 0 0 1 0 0O
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Ainsi, le polyndme P est annulateur de 4. Or, P admet deux racines : —3 et 1. Comme toute
valeur propre de A4 est racine de P, on en déduit que les seules valeurs propres possibles de A
sont —3 et 1, c'est-a-dire : Sp 4 {—3,1} .

1 -2 1 5 21
Ona: A-I=| 2 -4 2|et A+3/=| 2 0 2|.Ennotant C;, C,, C; les colonnes de
-1 2 -1 -1 2 3

ces matrices, on constate que A4 — 1 est non inversible (car C; = C;) donc 1 est valeur propre de
A et A+31 estnon inversible (car C; +2C, — C; =0) donc —3 est aussi valeur propre de 4.

On peut donc maintenant conclure que : Sp (A) = {—3,1} .

4 Méthode 2.4. Comment déterminer, avec un polynéme annulateur,
les valeurs propres possibles d'un endomorphisme ?

Soit f'un endomorphisme de E. Si on connait un polyndme annulateur P de f, on
sait que toute valeur propre de f est racine de P. On détermine donc les racines de

P et les valeurs propres de f sont a chercher parmi ces racines.

En complément, pour savoir si une racine A de P est effectivement valeur propre
de f, on peut utiliser la propriété suivante :

A est valeur propre de [ si et seulement si f —Ald n'est pas injectif.

= Exercices 2.1, 2.8, 2.14

Exemple. Soit p et ¢ deux projecteurs associés d'un espace vectoriel £ et f 1'endomorphisme de
E définipar: f=3p—¢q.

Vérifier que le polynome P défini par P(x)=x? —2x—3 est un polyndme annulateur de .

En supposant que p n'est ni 'endomorphisme nul, ni I'application /dj, déterminer les valeurs
propres de f.

eOna: P(f)=f2-2f-31dy; =(3p—q)’ -2(3p—q)-31d;.

En développant, on obtient : P(f)=9p*-3pog—3qop+q>—6p+2q-3ldy.

Les projecteurs p et ¢ étant associés,ona: p>=p, g>=q et pog=qop=0.

On en déduit : P(f) =3p+3q-31dy =3(p+q)—31dE.

Comme p+q=1d; (p et g sont des projecteurs associés), on obtient : P( f ) =0.

Comme P admet deux racines —1 et 3, les seules valeurs propres possibles de f'sont —1 et 3.

On a donc : Sp(f) c {—1,3} .

eOnremarqueque: f+1dy =3p—qg+1d;=3p—q+p+qg=4p.

On a donc : Ker(f+1d;)=Ker(p). De plus, Ker(p) #{0;}, sinon p serait injectif, donc

bijectif, et en composant 1'égalité p? = ar p~', on obtiendrait p= Id , ce qui est faux.
y p g p - =ppar p

mm 34 CHAPITRE 2



On en conclut que Ker( f+1dg ) # {0 E} et que —1 est effectivement valeur propre de f.

e De la méme fagon, f —31d, =3p—q—3(p+q)=—4q, car p+q=1d;.Onadonc:

Ker(f —31d;)=Ker(q)= Ker(ld; - p).

Comme p est un projecteur, alors Ker (Id; — p)=Im(p).

Ainsi, on a : Ker(f —3/d; )=Im(p). Comme Im(p)+{0;} (I'endomorphisme p n'est pas nul),
on en conclut que Ker( f-31d E) # {O E} et ainsi, 3 est effectivement valeur propre de f.

¢ On peut donc conclure que : Sp (f) = { —1,3} .

B Diagonalisation

O Méthode 2.5. Comment savoir si une matrice est diagonalisable ?

Soit 4 une matrice de M,, (R) . On détermine d'abord les valeurs propres de A4.

o Si A posséde n valeurs propres 2 a 2 distinctes, alors A est diagonalisable. En
prime, les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.
e Si A posséde p valeurs propres A, ..., A, (p<n), on détermine les sous-

p
espaces propres E, (4), ..., E;, (A), puis il suffit de calculer ZdimEx[ (A4).
i=1

p
Si Zdim E, (A)=n, alors A est diagonalisable. Sinon, 4 n'est pas diagonalisable.
i=1
e Dans le cas particulier ou 4 posséde une seule valeur propre A, on peut
effectuer le raisonnement suivant : si 4 était diagonalisable, on aurait 4= PDP™!,
ou D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
propres de 4, ce qui signifie, dans le cas présent, que D =2A/. On aurait donc
A= P(M)P‘1 , C'est-a-dire A=Al .

On en conclut que si 4 # Al , 4 n'est pas diagonalisable.

= Exercices 2.3, 2.4, 2.5, 2.7, 2.9, 2.10, 2.11, 2.13

Remarque. Lorsqu'une matrice 4 est diagonalisable, il existe une base Bde M, (R) formée de

vecteurs propres de A. Si on note P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de B et D la
matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres associés respectivement aux
vecteurs de B, on a la relation : 4= PDP~'.

1 2 3
Exemple 1. Ondonne : 4=|0 4 5 |. Vérifier que 4 est diagonalisable.

0 0 6

La matrice 4 est triangulaire, on a donc immédiatement : Sp (A) = {1,4,6} .
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La matrice 4 de M, (]R) posséde exactement trois valeurs propres donc A4 est diagonalisable.

1 2 2
Exemple 2. Montrer que la matrice 4=|-2 1 2| est diagonalisable. Déterminer une
-2 25

matrice P, inversible, de M, (R) et une matrice D diagonale telles que : 4= PDP™'.

En reprenant les résultats ¢tablis dans les exemples des méthodes 2.1 et 2.2, on sait que 4
possede deux valeurs propres (1 et 3).
On sait aussi que les sous-espaces propres correspondants sont définis par :

1 -1
E(A)=Vect||1]|]| et E5(A)=Vect|| 1 [,|0
1 0 1

On a donc : dim £, (A) =1 (une famille génératrice formée d’un vecteur non nul est une base) et
dim £ (A) =2 (méme chose avec une famille génératrice de deux vecteurs non proportionnels).

Comme dimE, (4)+dimE;(A4)=3 et comme A appartient & 9, (R), 4 est diagonalisable.

1 -1 1
En notant ¢ =|1]{, g,=| 1 | et g5=| 0], la famille (81,82,83) est une base de M, (R)
1 0 1
1 -1 1 1 00
formée de vecteurs propres de A etona: A=PDP'avec P=|1 1 O|etD=|0 3 0.
1 0 1 0 0 3
1 01
Exemple 3. La matrice A=| 0 1 0 | est-elle diagonalisable ?
0 0 1

La matrice A4 est triangulaire, on a immédiatement : Sp(A) = { 1 } . Si A4 était diagonalisable, on

aurait A= PDP™', avec D=1 puisque D est la matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux sont tous égaux a 1 (1 étant ici la seule valeur propre de 4). On aurait donc 4=1, ce
qui est faux (a cause du coefficient @ ; qui vaut 1). La matrice 4 n'est donc pas diagonalisable.

O Méthode 2.6. Comment savoir si un endomorphisme est
diagonalisable ?

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension #. On détermine les
valeurs propres de f (ou celles de n'importe laquelle de ses matrices).

¢ Si fposséde exactement n valeurs propres, alors f est diagonalisable. En prime,
les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.
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e Si fposséde p valeurs propres Ay, ..., A, (p<n), on détermine les sous-espaces
propres E;, (f), s By (/)

p
Dans certains cas, on a, "sans effort" : £E=® F, (f) et fest diagonalisable.
i=l1 !

2 p
Dans les autres cas, on calcule ZdimEx,. (f). Si ZdimEki (f)=n, alors f est

i=1 i=l

diagonalisable. Sinon, f'n'est pas diagonalisable.

= Exercices 2.8, 2.14

Exemple 1. On admet que 'application f'qui, a tout polynome P de R, [x] associe f (P), défini
par f(P)(x)=(1-2x)P(x)+ (2x2 +5x— 3)P’(x) , est un endomorphisme de R, [x].
On note B = (¢, , ¢ )la base canonique de R, [x] et 4 la matrice de f dans ®.

L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
On a f(e)(x)=1-2x donc f(e))=ey—2¢ et f(e)(x)==3+6x donc f(e)=-3¢ +6e,

1
d'ou 4 =(

6)' Cherchons les valeurs propres de 4 (donc de f).
I-» -3
-2 6-A
reSp(4) < (1-1)(6-1)-6=0= ¥ -TAL=0 < L=00ur=7

L'endomorphisme fde R, [x] admet deux valeurs propres distinctes et comme dimR, [x] =2,

Ona A—Mz( ),d’oﬁ:

fest diagonalisable.

Exemple 2. L'endomorphisme f'défini dans I'exemple de la méthode 2.1 est-il diagonalisable ?
En reprenant les résultats établis dans les exemples des méthodes 2.1 et 2.2, on sait que f
posséde deux valeurs propres (1 et 3) et que les sous-espaces propres correspondants sont

définis par : E (f) :Vect((l,l,l)) et E5(f)= Vect((—l,l,O),(l,O,l)).
On a donc, comme a I’exemple 2 de la méthode 2.5, dimE,(/)=1 et dimE;(f)=2, d’ou

dimE, (f)+dimE;(f)=3 et comme f est un endomorphisme de R* qui est de dimension 3,
alors f'est diagonalisable.

Exemple 3. Montrer que I'endomorphisme f, défini dans I'exemple de la méthode 2.4, est
diagonalisable.

On a vu (méthoede 2.4) que : Sp( /) ={-13}.

De plus, on a montré : Ker( f +Id; ) =Ker(p) etKer(f—3Id;)=Im(p).

Comme p est un projecteur, ona : £ =Ker(p)®Im(p).

Ceci s'écrit : E=Ker(f+1d;)®Ker(f-31d;).

L'espace E est somme directe des sous-espaces propres de f, donc fest diagonalisable.
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10.

mE Vrai/Faux

E désigne un espace vectoriel de dimension finie.

Toute matrice diagonale est diagonalisable.
Toute matrice diagonalisable est inversible.

Si A est une matrice diagonalisable, 4+ 2/ est diagonalisable.

Soit D une matrice diagonale de M, (R). Pour tout polyndme Q de
R[x], O(D) est une matrice diagonale.

0 1 -1
Lamatrice A=|0 1 3| estdiagonalisable.

0 0 2

Soit 4 une matrice de M, (R) diagonalisable. Pour tout polynéme 0,
la matrice Q(4) est diagonalisable.

Soit f'un endomorphisme de £ et P un polynome annulateur de f. Pour
tout vecteur x de £, on a : P(f(x)) =0.

Tout endomorphisme de E posséde une infinit¢ de polyndmes
annulateurs.

Soit f un endomorphisme de E. Si P est le polynome défini par
P(x)=(x-1)(x-2),alors P(f)=/f>-3f+2.
Soit £ un endomorphisme de E. Pour tout polyndme P de ]R[x], les

endomorphismes f'et P( /) commutent.

Vrai Faux

O O od o o oOodgad
O O od o o Oodgdad
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HE Enoncé des exercices

4[ & Exos-minute }

O Exercice 2.1. — Quelles sont les valeurs propres possibles d’un projecteur ?

Q Exercice 2.2. — Montrer que si une matrice 4 de M, (R) est diagonalisable, alors 4> est

aussi diagonalisable. Que dire de la réciproque ?

Q Exercice 2.3. — Dans %, (R), on donne :

2 4 I -1 2 -1
o el Yacef )
I -1 I 1 1 4

1. a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
b) Vérifier que la matrice 4 est diagonalisable dans M, (]R) , puis donner une matrice
inversible P et une matrice diagonale D de M, (R) telles que : 4= PDP'.

2. Montrer que la matrice B n'a aucune valeur propre.
3. a) Déterminer les valeurs propres de C.
b) La matrice C est-elle diagonalisable ?

1 0 1 30 1 -4 0 -2
O Exercice 2.4. — Ondonne: 4=|0 1 0|, B=|-1 2 -1|,C=| 0 1 O0].
1 1 1 -2 0 0 5 1 3

1. @) Déterminer les valeurs propres de A.

b) La matrice 4 est-elle diagonalisable ?
2. a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de B.

b) Vérifier que la matrice B est diagonalisable dans 9, (]R) puis, donner une matrice
inversible P et une matrice diagonale D de M, (R) telles que : B=PDP'.

3. a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de C.
b) La matrice C est-elle diagonalisable ?

O Exercice 2.5. — Soit la matrice :

010
A=|0 0 1
1 00

REDUCTION : ENDOMORPHISMES ET MATRICES CARREES 39 mm



1. Déterminer les racines du polyndome P défini par P(x)=1-x°.

2. a) Calculer 4° et en déduire un polyndme annulateur de A. Donner alors les valeurs propres
possibles de A.
b) La matrice 4 est-elle diagonalisable ?

0 0 1
Q Exercice 2.6. —Dans 9, (R),ondonne: 4=|0 0 -1/.
1 -1 -1

1. Vérifier que le polyndme P défini par P(x) =x* + x? — 2x est un polyndme annulateur de A.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Q Exercice 2.7. — Dans %, (R), on donne :

1 00 I 1 =2
I=[{0 1 OfjetAd=|-1 -1
0 01 -2 -2 0

1. a) Calculer 4% et A3.

b) En déduire que 4 n’est pas inversible et que 4 admet 0 pour unique valeur propre.

c) Déterminer une base du sous-espace propre de 4 associé a la valeur propre 0.

d) La matrice 4 est-elle diagonalisable ?
2. On note, pour tout réel a, M(a)=1+2ad+2a>4* et E I'ensemble des matrices M (a)
lorsque a décrit R .

a) Calculer pour tout couple de réels (a,b), le produit M (a)M(b) et vérifier que ce
produit appartient a £.

b) En déduire que, pour tout réel a, M (a) est inversible et préciser son inverse.

3. Soit a un réel non nul.
a) Montrer que tout vecteur propre de 4 est vecteur propre de M (a) .

b) Calculer (M(a)—])3 )
c) En déduire que M (a) admet 1 pour seule valeur propre.

d) La matrice M (a) est-elle diagonalisable ?
D'apres EML
QO Exercice 2.8*. & _ Soit p et ¢ deux endomorphismes non nuls de E tels que
p+rqg=1dg;.
On note a et b deux nombres réels distincts et on considere I'endomorphisme f'de E défini par :
f =ap+bg . On suppose de plus que :

[P=a’p+biq
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1. On note P le polynome défini par : P(x)=(x—a)(x—b).
a) Montrer que P(f)=0.
b) En déduire que p et ¢ sont des projecteurs de £ qui commutent.
. Démontrer que p est le projecteur sur Ker( f—aldg ) dans la direction Ker( f—bld E) .

n

3. a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que f est diagonalisable.

O Exercice 2.9. — Soit a et b deux réels. Dans 9, (R), on donne les matrices suivantes :

ab - b 11 -1
b B B
M = R et J= c
b - b a 1 - 1 1

1. a) Calculer J? et en déduire un polyndme annulateur de J.
b) Déterminer les valeurs propres de J et vérifier qu'il existe une matrice P inversible,

0.-00
¢lément de M, (R) , telle que : J=PDP™ ot D=| ;" o (|-
0 0 n

2. a) Exprimer M comme combinaison linéaire de J et de .
b) En déduire que M est diagonalisable et préciser les valeurs propres de M.

7 2
O Exercice 2.10. — On considére la matrice 4 :( A 1).

1. a) Calculer les valeurs propres de 4.
b) Déterminer les sous-espaces propres de 4.
2. En déduire qu'il existe P inversible et D diagonale telles que 4= PDP!.
3. Exprimer, pour tout entier naturel n, 4" sous forme de tableau matriciel.
Uy = Tu, +2v,

4. Soit (u,) et (v,) les suites définies par uy =1, vy =1 et: VneN, { :
Vo =—4u, + v,

u
a) On note X, =( ") Exprimer X,,, en fonctionde 4 et X, .
v}’l

b) En déduire I'expression, pour tout entier naturel n, de u, et v, en fonction de n.

Q Exercice 2.11.* — Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3 et 4, la matrice de
010

M, (R) dont le terme q; ; est égala 1 si |i—j | =1 et 0 sinon. Par exemple, 4;=| 1 0 1
010

1. Calculer A4;* puis en déduire les valeurs propres de A4; ainsi que les sous-espaces propres
associés. La matrice 4; est-elle diagonalisable ?
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sinf,
() . pm sin26,
2. ¥ Pour tout entier p de [[l,n]],onnote 0, =—1, A, =2cos0, et X, = .
n+

sin n()p

a) Calculer, pour tout p de [[ Ln ]] , le produit 4, X ,.
b) En déduire les valeurs propres de 4, et la dimension de chaque sous-espace propre.
La matrice A4, est-elle diagonalisable ?
c) Vérifier que dans le cas n =3, on retrouve bien les résultats trouvés a la question 1).
D'aprés EML

Q Exercice 2.12.** \!) — Soit fun endomorphisme de E (de dimension n>1) et p un
entier naturel non nul tel que : f? =0.

On note p, le plus petit entier naturel non nul tel que : f7 =0.
1. a) Démontrer qu'il existe un vecteur u de E tel que la famille (u, F(u)sr f pﬂ‘l(u)) est
libre.

b) Soit P un polyndme non nul de ]R[x] . Montrer que P est un polynome annulateur de f'si,

et seulement si, x? divise P(x).

2. a) Rappeler une factorisation de x™ —1.
b) En déduire que Id — f est bijectif et expliciter (Id — f )_l en fonction de f.
3. a) Montrer que f'n’est pas bijectif.
b) En déduire qu’il existe un hyperplan H tel que Im(f)c H .
4. a) Soit g la restriction de fa H. Vérifier que g est un endomorphisme de H tel que : g” =0.

b) En raisonnant par récurrence sur n (n =dim E ), montrer qu’il existe une base de FE telle
que la matrice de f'dans cette base soit triangulaire supérieure stricte, c’est-a-dire de la forme :

0 a, - a
an—l,n
0 0
O Exercice 2.13*. — Soit f une application linéaire de R* dans R? et g une application

linéaire de R? dans R3. On note 4 la matrice de frelativement aux bases canoniques de R* et
R%. 4 est donc une matrice de M, 5 (R), c'est-a-dire une matrice a 2 lignes et 3 colonnes, a
coefficients réels. On note B la matrice de g relativement aux bases canoniques de R? et R3. B
est donc une matrice de 9;, (]R) , C'est-a-dire une matrice a 3 lignes et 2 colonnes, a
coefficients réels.
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1. Vérifier que go f est un endomorphisme de R3.

2. a) Montrer que Im(go f) < Im(g).
b) Montrer que rg(g) <2.
c) Déduire des questions précédentes que rg(g e f) < 2.
d) Conclure que go f n'est ni surjective, ni injective.

3. En déduire une valeur propre de BA.

0 1
4. On suppose maintenant que AB = (1 0) . On note X = (x) , X et y étant deux réels tels que
y

(x, ») # (0, 0).
a) Montrer que BX # 0.
b) Montrer que si A est valeur propre de AB alors A est valeur propre de BA.
c) En déduire que BA est diagonalisable.
D'apres EDHEC

Q Exercice 2.14. * — Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On
désigne par / la matrice unité¢ de M, (]R) On note Tr l'application qui & toute matrice de

M, (R) associe sa trace. On rappelle que Tr est une forme linéaire sur 9, (R).

On admet que dimKer(Tr) =n? -1, ce qui a été¢ démontré a I'exercice 1.6 du chapitre 1. Soit g
’application qui, a toute matrice M de M, (]R) associe g (M) =M + Tr(M) J, ou J désigne une
matrice non nulle de 9, (R) dont la trace est nulle.

On admet que g est un endomorphisme de M, (]R) , ce qui serait facile a vérifier.

1. a) Etablir que le polyndme P défini par P (x) =x? —2x+1 est un polyndme annulateur de g.

b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.

2. L'endomorphisme g est-il diagonalisable ?
D'apres EDHEC

Q Exercice 2.15.* * E!J — Dans cet exercice, 7 est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

n
a; ; ‘>Z‘aw ‘ On dit
J=

J#i

Soit 4 =(a,~,j) une matrice de M, (R) qui vérifie :Vie[l,n],

1<i, j<n

alors que A est une matrice a diagonale strictement dominante.
X
1. a) On suppose qu’il existe X =|  |eM, (R), X #0 tel que:

Xn

AX =0 et Vie[ln],|x|2]x|
Aboutir a une contradiction en utilisant la premiére ligne du systéme 4X =0.
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X
b) On suppose quil existe X=| i |em, (R), X#0, 4X=0. Aboutir & une

contradiction.
c) En déduire que A est inversible.

2. Soit 4=(a, )

I )1<i, j<

une matrice de 9, (R). Pour tout entier i élément de [[1,7], on définit :

D[ = xeR,|x_a[’[ |SZ|LI,’]|
B
D, est appelé le i “™ disque de Gershgdrin de A. On pose D = UDi .

i=1
a) Montrer que le spectre de A4 est inclus dans D (théoréme de Gershgorin).

1 -1 0
b) Ondonne 4=|-1 2 -1/|.
0 -1 1

A l'aide du théoréme de Gershgorin, situer les valeurs propres de A.
D'aprés ESSEC

O Exercice 2.16. \!)* —Soit p un projecteur de R” dont la matrice dans la base canonique

de R” est P.
1. Montrer que Im(p)=Ker(p—1d).

2. En déduire que Tr(P)=rg(P).

B Pour vous aider a démarrer

Exercice 2.2. Pour la réciproque, chercher un contre exemple simple.
Exercice 2.5. Pour la question 1, factoriser 1—x*
Pour la question 2.a), on trouve que 1— x> est annulateur de 4.

Exercice 2.7. Pour la question 2.b), remarquer que : M (0)=1.

en remarquant que 1 est racine.

Pour la question 3.a), se souvenir que 0 est la seule valeur propre de 4.
Pour la question 3.c¢), la question 3.b) donne un polynéme annulateur de M (a) .

Exercice 2.8. Pour la question 1.b), remarquer que f—aldy=(b—a)q et
f—bldg =(a—b)p .
Pour la question 2, p projette sur Im(p) parallélement a Ker(p). Se souvenir

aussi que, puisque p et ¢ sont des projecteurs associés, Im(p)=Ker( ¢).

mm 44 CHAPITRE 2



Pour la question 3.a), utiliser la question 1 pour déterminer les valeurs propres
potentielles. Reste a prouver qu'elles le sont, en utilisant la question 2.

Pour la question 3.b), si p est un projecteur, ona : £ =Ker(p)®Im(p).
Exercice 2.9. Pour la question 1.a), exprimer J? en fonction de J.

Pour la question 1.b), déterminer le rang de J et en déduire la dimension du sous-
espace propre attaché a la valeur propre 0. Pour savoir si n est valeur propre,

calculer JQ ou Q est la matrice colonne de M, (R) dont tous les coefficients
sont égaux a 1.

Pour la question 2.b), exprimer M en fonction de a, b, P, P™', D et I.

Exercice 2.10. Pour la question 4.b), exprimer, grace au résultat précédent, X, en
fonction de n, 4 et X, .

Exercice 2.11. Pour la question 2.a), exprimer sin(a - b) + sin(a + b) en fonction

de sina et cosh.

Pour la question 2.b), le résultat précédent met en évidence un certain nombre de
valeurs propres de 4, .

Exercice 2.12. Pour la question 1.a), justifier l'existence d'un vecteur u tel que
77 (u)#0 et montrer que ce vecteur répond a la question.

Pour la question 1.b), noter P(x)zZakx" . Pour le sens direct, effectuer la
k=0

division euclidienne de P(x) par x” et prouver que le reste est nul.

po-l
Pour la question 2.a), calculer (x—1) Z x* par télescopage.

k=0
Pour la question 2.b), traduire 1'égalité précédente en polyndme d'endomorphisme.
Pour la question 3.a), raisonner par l'absurde.

Pour la question 3.b), justifier que rg( f )<n. Compléter une famille libre de

Im( f ) en une base de E. Il reste a définir H.

Pour la question 4.b), utiliser I'hyperplan H défini plus haut.

Exercice 2.13. Pour la question 2.b), penser au théoréme du rang.

Pour la question 4.a), raisonner par l'absurde.

Pour la question 4.b), écrire ABX = A X, puis multiplier & gauche par B et conclure.
Pour la question 4.c), chercher les valeurs propres de AB (il y en a deux).

Exercice 2.14. Pour la question 1.a), écrire g? (M) = g(M + Tr(M)J) .
Pour la question 1.b), la matrice J ne ferait-elle pas l'affaire ?

Exercice 2.15. Pour la question 1.b), noter i, un entier de [[1,n]] tel que :
vie[l,n],
Pour la question 2.a), énoncer la contraposée du résultat établi dans la question 1
Pour la question 2.b), déterminer les disques de Gershgorin de A. En déduire D.

X;, |2 | X; | . Ensuite, raisonner comme en 1.a).
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