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Avant-propos

D’expérience, je sais qu'il est trés fréquent que les éléves ne sachent pas ce
qu'on attend d’eux ala lecture d'un énoncé. Mon but est que le lecteur soit capable
d’associer chaque énoncé qu'il est susceptible de rencontrer en terminale, & une
résolution d’exercice type. La présentation en exercices types vise donc a struc-
turer votre pensée. Ainsi, face a n'importe quel énoncé de niveau terminale spé
maths, vous pourrez passer en revue les différentes méthodes a votre disposition
(si bien siir la résolution ne vous apparait pas de maniére évidente).

Voici les différentes rubriques et éléments de cet ouvrage pour vous aider a
bien vous préparer :

TOPO METHODO

Des points de méthodologie pour vous aider a mieux comprendre et appliquer
les techniques nécessaires. De quoi devenir incollable sur la méthode !

CHRONO-TEST

Des exercices chronométrés pour vous tester sur des points spécifiques.

ENTRAINEZ-VOUS !

Des exercices non chronométrés donnés au bac en 2025 vous sont aussi
proposés. Eh oui ! Il faut bien vous entrainer a affronter ce qui vous attend bient6t !

CORRIGES DES EXERCICES

Parce qu'il en faut !

LA MINUTE CULTURE

Un focus sur une notion incontournable, découverte par un mathématicien
de génie. Tout pour enrichir votre culture générale !

TABLE DES MATIERES

Une table des matiéres indispensable, placée au début de I'ouvrage, pour vous
repérer facilement. Un plan idéal pour naviguer sans se perdre !
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Chapitre 1

RAISONNEMENTS
PAR RECURRENCE



Votre mission : Démontrer une propriété mathématique P(n) qui dépend d'un
entier naturel n.

EERE
Ma vidéo sur le raisonnement par récurrence : "k
Y 4

|. LES DIFFERENTS TYPES DE PROPRIETES PCN) A DEMONTRER

La propriété P(n) a démontrer peut se présenter sous 2 formes :

Cas 1: P(n) a directement la forme d’une égalité ou d’une inégalité
Exemples d'égalités :
* P(n):u, =2x0,9" —3 pourneN

n(n—H)
e Pn):14+2+3+..+n=———"pourneN*
* P(n):10" —1=9k pourne N, aveck € Z
Exemples d'inégalités :
* P(n):u >0pourneN

<TpourneN

* P(n): %gun <u.,

. P(n):(1+a)n>1+napourn€N,aveca€]R*

Cas 2: P(n) est une phrase sans symboles mathématiques

Lorsque P(n) est une phrase sans symboles mathématiques, vous devrez systé-
matiquement la traduire en une inégalité ou une égalité mathématique avant

méme de commencer votre raisonnement par récurrence.

Par exemple, si on vous demande de démontrer par récurrence que la suite
(u,,) est croissante, vous devrez comprendre que l'inégalité qu'il vous faut démon-

trer pour tout entier naturel nest P(n) :u <u_ .

De méme, si on vous demande de démontrer que U'expression 10" — 1 est
divisible par 9 quel que soit l'entier naturel n, vous devrez en fait démontrer la

propriété P(n) : 10" — 1= 9k avec k un entier relatif.




Principe de récurrence

Il. PRINCIPE DE RECURRENCE

On note (u,) la suite définie sur N par: 1

un+1 - Z—U
n

Vous devez montrer, pour tout entier naturel n, la propriété P(n) : 0 <u_<1.

Nous savons que u, = % donc 0 <u, <1, P(0) est vraie.

Calculons les premiers termes a la calculatrice :

u, ~ 0,667 donc 0<u, <1,P(1) est vraie.

u,=0,75 donc 0<u, <1,P(2)est vraie.

u, =08 donc 0<u, <1,P(3)estvraie.

u, ~0,917 donc 0<u, <1,P(10) est vraie.

Les termes de cette suite semblent tous compris entre 0 et 1. Toutefois, méme
sinous savons que les 11" premiers termes sont compris entre 0 et 1, rien ne nous
garantit que le douziéme le soit également... Et méme si nous poussions le zele
jusqu’a vérifier que les 1000 premiers termes de la suite sont compris entre 0
et 1, rien ne nous permettrait d’affirmer que tous les termes de la suite le sont
a coup sir.

Pour démontrer la propriété P(n) : 0 <u_ < 1pour tout entier naturel n, nous
allons devoir utiliser un raisonnement par récurrence.

Nous avons vu que P(0) est vraie.

Nous allons montrer que si P(k) est vraie pour un certain entier naturel k, alors
P(k-+1) est nécessairement vraie.

De cette manieére, le fait que P(0) soit vraie impliquera que P(1) est vraie, puis
le fait que P(1) soit vraie impliquera que P(2) est vraie, puis le fait que P(2) soit
vraie impliquera que P(3) est vraie, etc.

La premiére étape, consistant a montrer que P(0) est vraie, s'appelle
l'initialisation.

La deuxiéme étape, qui nous améne a montrer que si P(k) est vraie pour un

certain entier naturel k (hypothése de récurrence), alors P(k+1) est nécessaire-
ment vraie, s'appelle I'hérédité.

1. Attention, de uya Uy, ily a 11 termes ! (car de u; a uyg, il y a 10 termes, auxquels on ajoute u).



On peut comparer un raisonnement par récurrence a un parcours de dominos.
Pour que tous les dominos tombent, il faut que deux conditions soient réunies :

1. un premier domino doit tomber (initialisation).

2. les dominos doivent étre suffisamment proches les uns des autres pour
que, dés qu’'un domino tombe, le suivant tombe aussi (hérédité).

TOPO METHODO ()

INITIALISATION

#  Lorsde l'initialisation, le premier entier ny pour lequel P(n,) doit &tre vérifié
n'est pas nécessairement 0.

Sila propriété a démontrer est vraie... Initialisation
.. pour tout entier naturel P(0)
... pour tout entier naturel non nul P(1)
.. pour tout entier naturel n > 2 P(2)
.. pour tout entier naturel n > 5 P(5)

Ill. EXERCICES TYPES — RAISONNEMENT PAR RECURRENCE
£ Exercice type 1

Reprenons notre exemple précédent.
On note (u,) la suite définie sur N par : 1
2—u

un+1
Montrer, pour tout entier naturel n, la propriété P(n): 0 <u_ <1
Initialisation
Nous avons vu que P(0) est vraie (l'initialisation est donc déja effectuée !)
Hérédité
Supposons que pour un certain entier naturel k, P(k) soit vraie, c’est-a-dire que
0 <u, <1(hypothese de récurrence). Montrons qu’alors, P(k-+1) est vraie.

Nous devons donc partir de 'hypothése 0 <u, <Tetmontrerque 0 <u, <1

Nous allons passer de u, a u, , par opérations successives.

0<u, <1 on commence par écrire l'hypotheése de récurrence.
0> —u, >—1 on multiplie par —1donc on change le sens des inégalités.




Exercices types

2>2—u,>1ajouter 2 a chacun des termes ne modifie pas l'inégalité.

1o

Z*Z—W

<1 la fonction inverse est décroissante sur ]0 : +oo[

donc on change le sens des inégalités.

1 . 1 PP .
0< 5 <u,,, <lpuisqueu, = 5 par définition de la suite (u,,).

_uk

P(k+1) est vraie.

Conclusion

La propriété P(n) est vraie au rang 0 et est héréditaire donc, d'aprés le principe
de récurrence, 0 < u_ <1pour tout entier naturel n.

&= Exercice type 2 .
u. =
On note (u,) la suite définie sur N par : u:H _ f(un) - ln(ui N 1)

Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout entier
natureln:u >0

Indication

On admet que la fonction f est croissante sur R

On note P(n) la propriété u >0

Initialisation

u,=5>0

P(0) est vraie.

Hérédité

Supposons que pour un certain entier naturel k, P(k) soit vraie, c’est-a-dire que

u, >0 (hypothese de récurrence). Montrons qu’alors, P(k-+1) est vraie, c’est-a-
dire queuy,,, >0.

Nous allons passer de u, a u, , par composition par la fonction croissante f.
u >0

f(uk) > f(O) car la fonction f est croissante sur R

f(uk) ZOcarf(O) = 2><O—ln(02 +1) =0

u ., >0car f(uk) =u, , par définition de la suite (u,)

P(k+1) est vraie.

Conclusion

La propriété P(n) est vraie au rang 0 et est héréditaire donc, d’aprés le principe
de récurrence, u > 0 pour tout entier naturel n.




£ Exercice type 3

Démontrer que pour tout entier naturelnonnuln:1+2+3+ ...+ n= n(n2+ 1)
o n(n + 1)

On note P(n) la propriété 1+2+3+..+n= —

Initialisation

Pourn=114+24+3+..4+n="et n(n—H) :g:1

donc P(1) est vraie. 2 2

Hérédité

Supposons que pour un certain entier naturel k, P(k) soit vraie, c’est-a-dire que

k(k+1)
—7;—(

Montrons qu’alors, P(k-+1) est vraie, c’est-a-dire que

(k+1)(k+2)

1+2+3+..+k= hypothése de récurrence).

14+2+3+..+k+k+1=

Nous allons commencer par noter 'hypothése de récurrence. A I'étape suivante,
nous ajouterons le terme de la somme en k + 1des deux c6tés de I'égalité.

2 k(k+1)
2

1+24+3+...+k=

1+24+3+.. +k+k+1= +k+1

on ajoute k + 1des deux cotés de 'égalité.

A ce stade, nous n’avons plus rien a faire du c6té gauche de U'égalité, il s'agit
déja de ce qu'on doit obtenir dans P(k-+1). Nous devons maintenant retravailler

la partie droite pour obtenir au final w

2
Nous allons commencer par former une seule et méme fraction a l'aide d’'une
mise au méme dénominateur.
k(k+1) 2(k+1)
1+2+3+..+k+k+1= 5 +

2

k(k +1) +2(k +1)
1+24+34+ .. +k+k+1=

(k+0(k+2) o )
1+2+3+..+k+k+1=>—2 ‘apresfactorisation du numérateur par
k+1
P(k+1) est vraie.
Conclusion
La propriété P(n) est vraie au rang 1 et est héréditaire donc, d’aprés le principe

2

derécurrence,1+2+3+..+n= pour tout entier naturel n non nul.




Exercices types

&= Exercice type 4

7< Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, 7" + 2 est un multiple de 3.
On note P(n) la propriété 7" + 2 = 3k avec k un entier relatif.
Initialisation
Pourn=1,7"4+2=7+2=9et9 est bien un multiple de 3, donc P(1) est vraie
Hérédité
Supposons que pour un certain entier naturel n, P(n) soit vraie, c'est-a-dire que
7" + 2 =3k avec k entier relatif (hypothése de récurrence).

Montrons qu'alors, P(n+1) est vraie, c'est-a-dire que 7"*' + 2 = 3k’ avec k’ entier

relatif.

74 2=Tx7" 42
=7x(3k—2)+2
=3x7k—14+2
=3x7k—12
=3(7k - 4)

Or k est un entier relatif, donc 7k — 4 est également un entier relatif. 7' + 2 est
donc bien un multiple de 3.

P(n-+1) est vraie.
Conclusion

La propriété P(n) est vraie au rang 1 et est héréditaire donc, d’apreés le principe de
récurrence, 7" + 2 est bien un multiple de 3 pour tout entier naturel n non nul.

TOPO METHODO

SAVOIR REPERER LE TYPE DE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

# A chaque fois que vous devez effectuer un raisonnement par récurrence,
demandez-vous auquel des 4 types d’exercice il correspond !

Enoncé Méthode

1 | Proposition avecu Passagedeu au_ . par opérations successives
n n n+1

Proposition avec

uetu = f(“n) Passagedeu au , en utilisantla croissance de f

3 | Formule avec somme | Ajout duterme en k + 1des deux c6tés de l'égalité

Expression en
4 | puissance de n,
multiple d'un entier

SiUhypothése de récurrence est 7" + 2 = 3k,
remplacer 7" par 3k — 2 pour obtenir 7" + 2 = 3k’




CHRONO-TEST ) —:

#  Pour chacun des énoncés suivants, déterminez en moins d’une minute auquel des

4 types il appartient.

Corrigé p.198

Type d’énoncé

2

3 4

Enoncé1

Démontrer que pour n entier naturel
non nul, 2°" — 1est un multiple de 7

Enoncé 2

On note (un) la suite définie sur N par :

u, =1
U, =u +8

Montrer, en utilisant un raisonnement
par récurrence, que pour tout

entier natureln,u <u
n n-+1

Enoncé 3

Démontrer que pour n entier naturel non nul,
2
P+2 43+ +0=(1+2+3+..+n)

Enoncé 4

On note un) la suite définie sur N par :

u, =0,4
u
u., = f(un) =2ue
Montrer, en utilisant un raisonnement par
récurrence, que pour tout entier natureln:
0<u <u <1
n n+1

Indication : on admet que la fonction

f est croissante sur {O H 1]




Chapitre 2

VARIATIONS, MAJORATION
ET MINORATION DE SUITES



s N
Vos missions : Déterminer le sens de variation d'une suite
Démontrer qu'une suite est majorée ou minorée.

Ma vidéo sur les variations de suite :

Ma vidéo sur la majoration et la minoration de suite :

|. DETERMINER LES VARIATIONS D'UNE SUITE

Une suite (u,,) définie sur N est :

* croissante si, pour tout entier natureln,u, <u_ ;

* décroissante si, pour tout entier natureln,u >u, .
Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

Quatre méthodes permettent de montrer qu’une suite est croissante ou
décroissante :

Etudier le signede u, ; — u,
Si pour tout entier naturel n :
u . —u >0alorsu . >u doncla suite est croissante ;
n+1 n n+1 n
u . —u <0alorsu ., <u doncla suite est décroissante ;
n+1 n n+1 n

u ., —u n'est pas de signe constant, la suite n’est pas monotone.

n

u .
Comparer a1l
u

n

Cette méthode n’est possible que siu_> 0 (pour tout n entier naturel).
Si pour tout entier naturel n :

u
-1 >1alors u, . >u donc la suite est croissante ;
u

n




Déterminer les variations d une suite

u . ’ .
-1 <1alors u,, <u donc la suite est décroissante ;
u

n

u
—1 _ 1 n’est pas de signe constant, la suite n’est pas monotone.
u

n

Lorsque u, = f(n) : Etudier les variations de f

Siu =f (n) et que f est croissante, alors la suite (u,) est croissante.

¥
=
=

Siu = f(n) et que f est décroissante, alors la suite (u,,) est décroissante.

Attention, cette méthode ne s'applique pas si la suite est définie par récur-
rence : il ne faut pas confondreu | = f(un) etu = f(n) !

VARIATIONS

Raisonner par récurrence'

La propriété P, a démontrerserau <u_  (lasuite est croissante) ouu > u
. P . n n+1 n n+1
(la suite est décroissante).

A QUOI SERVENT LES SUITES ? /

Une suite permet de modéliser des phénomeénes « discrets », comme par exemple
une variable économique, ou une donnée physique, mesurée a intervalles de temps
réguliers. Une suite peut également nous aider a obtenir une approximation d’une
certaine valeur. Ainsi, dés le ¢ siécle av. J.-C., Archimede parvint a déterminer un
encadrement de w de l'ordre du milliéme en utilisant des suites de périmeétres de
polygones ! Au I1°7 siécle apr. J.-C., Héron Alexandrie était capable de donner une

valeur approchée de n'importe quelle racine carrée au moyen
LA MINUTE CULTURE d’une suite définie par récurrence !

bt antte it

]

1. Voir chapitre 1




II. EXERCICES TYPES — VARIATIONS DE SUITE

&= Exercice type 1 Etudier le signede u,,, - u,,

u =4
On note (u,) la suite définie sur N par:{ °

n

u. _=u —2n-5
+1 n
Etudier les variations de la suite (u,)

u , —u =-2n-5<0carncNdonclasuite (u,) est décroissante.

£ Exercice type 2 Comparer Yt 31
u

n

On note (v,) la suite définie sur N parv_=ne"
Etudier les variations de la suite (v,)

v n + -I en+1 _I
Jﬂ:( ) _n+ 1+2lecet@tcare~2m
v ne” n n n

n

e =

donc la suite (v,,) est croissante.

= Exercice type 3 Etudier les variations de f
On note (w,) la suite définie sur N parw_=—n’> —4n—3.
Etudier les variations de la suite (u,)

Soit f la fonction définie de [0 : +oo{ dans R telle que f(x) =—x*—4x-3.

f est une fonction polynomiale du second degré, elle est donc représentée

graphiquement par une parabole. a = —1< 0 donc cette parabole est orientée

. [ . . -b 4
vers le bas (U inversé), avec un maximum atteinten oo = — = —=—-2donc f
a —

est décroissante sur [0 ; +oo[ etpuisquew_ =f (n) la suite (w,,) est décroissante.

&= Exercice type 4 Raisonner par récurrence
u, =7

On note (u,) la suite définie sur N par : u - -2

n+1 un T 5

Etudier les variations de la suite (u,)

En calculant les premiers termes a la calculatrice, on constate que la suite (u,,)
semble décroissante.

Montrons par récurrence la propriété P(n) :u, >u_




Exercices types

Initialisation

u = —2 - __2: 1 etu, =7 doncu, >u, P(0) est vraie.
u +5 745 6

Hérédité
Supposons que pour un certain entier naturel k, P(k) soit vraie, c’est-a-dire que
u, >u, . (hypothese de récurrence). Montrons qu'alors, P(k+1) est vraie.

u >u

¥
=
=

k — Tk+1
uk + 5 2 uk+1 + 5 2
S
1 L L =
< car la fonction inverse est décroissante sur ]O ; —|—oo{ =
uk + 5 uk+1 + §
-2 -2

>
uk + 5 uk+1 + >
bien penser a changer le sens de l'inégalité quand on multiplie par un nombre
négatif.

u ., >y, P(k+1)est vraie.

Conclusion

La propriété P(n) est vraie au rang 0 et est héréditaire donc, d'aprés le principe
de récurrence, la suite (u,) est décroissante.

TOPO METHODO €

SAVOIR CHOISIR LA MEILLEURE METHODE POUR DETERMINER LES VARIATIONS D'UNE SUITE @

# A chaque fois que vous devez déterminer les variations d’une suite,
demandez-vous quelle est la méthode la plus adaptée !

Enoncé Méthode

1 | Classique Etudier le signe de u L —u

u >0 etprésencedenen

u
Comparer 131
exposant dans 'expression de u_ u

n

3 | Lorsqueu, = f(n) Etudier les variations de f

Siles 3 méthodes précédentes

2 Démontrer par récurrence queu <u__ouu >u
ne sont pas adaptées P q n = “nil n = “nl




CHRONO-TEST () —: E——
orrigé p.

#  Pour chacun des énoncés suivants, déterminez en moins d'une minute laquelle des
4 méthodes est la plus efficace !

Type d’énoncé
1 2 3 4

On note (un) la suite définie sur N
Enoncél | par:y —n’ +2n* —n+5
Déterminer le sens de variation de (u“)

On note (un) la suite définie sur N par :
u, =1
Enoncé 2 n

u =u —
n-+1 n n+1

Déterminer le sens de variation de (un)

On note (un) la suite définie

n+1

5)’7

Déterminer le sens de variation de (un)

Enoncé3 | surNpar:u =

On note (un) la suite définie sur
B . 1), =
Enoncé4 | Npar:{ °

un+‘| = 2un - 5

Déterminer le sens de variation de (un)

Ill. MONTRER QU'UNE SUITE EST MAJOREE OU/ET MINOREE

Une suite (u,) définie sur N est :
* minorée s'il existe un réel m tel que, pour tout entier naturel n,u, >m;
* majorée s'il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel n,u_ <M.

Une suite a la fois minorée et majorée est dite bornée.

Lorsqu’une suite est minorée par m, elle est aussi minorée par tous les nombres
plus petits que m. Ainsi, une suite minorée par 4 le sera aussi par 3 ou 0 par exemple.

De méme, une suite majorée par M le sera par tous les nombres supérieurs a M.
Toute suite croissante est minorée par son premier terme.

Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.

































