Frudier une fonction | 8
trigonometrique

Guand on ne sait pas !
B Bien revoir les deux chapitres précédents sur les équations et inéquations
trigonométriques ainsi que le chapitre sur le calcul des dérivées.

B Connaitre les définitions dune fonction paire, impaire et périodique ainsi que
leurs interprétations graphiques :

fest paire si, et seulement si f (—x) = f(x) pour tout x de D,.
C, estalors symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

fest impaire si, et seulement si f (—x) = —f(x) pour tout x de D, .
C, estalors symétrique par rapport a I’origine O du repere.

fest périodique de période 7 si et seulement si f° (x +T ) =f (x) pour
toutxde D . C, estalors invariante par translation de vecteur T i.

Fonction T-périodique
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Gue faire ?

B Afin d’étudier la parité d’une fonction f, calculer f(—x) et comparer
I’expression obtenue & f(x) ou —f(x).

EXEMPLE 1. La fonction définie sur R par f(x)=3x" —2x>+5 est paire
puisque pour tout réel x,

f(—x) = 3(—)6)4 - 2(—)5)2 +5=3x"-2x>+5= f(x)

. o . 3 . .
EXEMPLE 2. La fonction définie sur R” par f(x) == —4x + x’ est impaire
x

puisque pour tout x de R,
Fox) = e d(x) 4 (x) = =2+ dx -2 = —f ().
(=) x
B Afin d’étudier la périodicité d’une fonction £, se faire d’abord une idée de
I’éventuelle période T a ’aide de la calculatrice graphique, puis calculer

I’expression f(x +T') et la comparera f(x).
EXEMPLE 3. La fonction définie sur R par f(x) = cosxsinx — 2cos(2x) est
n-périodique puisque pour tout réel x,
f(x+m) = cos(x + m)sin(x + 1) — 2cos(2(x + TE))
f(x + n) = (—cosx)(—sinx) - 2cos(2x + 275)
f(x+m) = cosxsinx — 2cos(2x) = f(x).
B I est possible de réduire I’intervalle d’étude d’une fonction :

si elle est paire (ou impaire), il suffit de I’étudier sur [0; +oo[ . Les varia-
tions sur ]—oo ; 0] se retrouvent alors par symétrie.

si elle est périodique de période 7, il suffit de I’¢tudier sur un intervalle de

T T
longueur 7, par exemple [0; 7] ou {—E,E}

si elle est a la fois périodique de période T et paire (ou impaire), il suffit
de 1’étudier sur I’intervalle {O;g] Les variations sur {—g;O} se

retrouvent par symeétrie puis la périodicité fait le reste.

B Afin d’étudier les variations d’une fonction, procéder comme d’habitude :
Calculer la dérivée

Etudier le signe de cette dérivée, pour cela, aprés avoir éventuellement
factorisé 1’expression, étudier le signe de chaque facteur en résolvant une
équation et une inéquation comme expliqué dans le chapitre précédent.
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B Utiliser sa calculatrice graphique afin de se faire une idée sur la parité, sur la
périodicité ou sur les variations de la fonction, on pensera préalablement a
régler la calculatrice en mode radian.

B Pour le calcul de f'(—x) oude f(x+ T), attention a bien remplacer x par
(—x) ou par (x + T) sans oublier les parenthéses qui peuvent étre parfois
nécessaires.

EXEMPLE 4. La fonction définie par f (x) = CoS (3x) est périodique de période

2 . .
— puisque pour tout réel x,
f(x + %) = cos(i{x + 2%)] = cos(3x + 2m) = cos(3x) = f(x).

B Plus I'intervalle d’étude est petit, plus il est aisé d’¢tudier le signe de la dérivée.

B [’étape la plus importante est 1’étude du signe de la dérivée, justifier donc
bien celle-ci en s’appuyant sur des cercles trigonométriques que 1’on repré-
sentera.

Exempie traité
Soit f1a fonction définie sur R par f(x) = sin?x — v/2 cosx .
1 Justifier pourquoi il suffit d’étudier les variations de f'sur I’intervalle [O ; n].
2 FEtudier les variations de fsur [0 ; 71:] puis dresser son tableau de variations.
3 Représenter graphiquement C, dans un repére orthogonal sur [—271: ; 27t].
SOLUTION

1 Pour cela, étudions la parité et la périodicité de f.

La fonction f'est paire car pour tout réel x,
f(=x)= (sin(—x))2 ~V2cos(—x) = (~sinx)” — v/2 cosx
f(=x)= (sinx)2 —V2cosx = f(x).
Elle est également périodique de période 2nt car pour tout réel x,

f(x+2m) = (sin(x + 271))2 ~J2cos(x + 27)
f(x +2m) = (sinx)” =2 cosx = £ (x).
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Etant 27 -périodique, on peut 1’étudier sur un intervalle de longueur 2n
comme [—7; 7t]. Enfin, la parité de f permet donc de I’étudier sur [0; ].

2 La fonction f est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions

dérivables. De plus, f =u® —+/2 x v avec u(x) = sinx et v(x) = cosx.
Enfin, puisque (u”) =nu'u"" ona
f'(x) = 2(cosx)(sinx)1 2 x (—sinx)
f'(x) = 2cosxsinx + V2sinx
f'(x) = (sinx)(2cosx + \/5)
Etudions le signe de chaque facteur.
D’aprés le cercle trigonométrique, il est clair que dans I’intervalle [0 ; TC] ,

sinx ne s’annule qu’en 0 et en w et sinx > 0 sur ]0 ; TC[.

Pour étudier le signe de 2cosx + \/5 , il suffit de résoudre I’équation et I’iné-

quation suivantes :

x=%+2kn,oﬁkez

2
2cosx+\f:0<:>cosx=—7<:> ou
X = —%t +2k'mouk' e Z
Dans I’intervalle [0 ;Tc], il n’y a que la solution % , obtenue par £ = 0.

2c0sx+\/5 >0 < cosx > —ﬁ

@—%+2kn<x<%+2kn,oﬁkez

/2

—m/2

Ainsi, dans Pintervalle [0; 7], ona 2cosx + 2>0s0<x< %C, obtenu
par k =0.
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On peut alors dresser le tableau de signes suivant :

X 0 3n/4 T

sin x 0 + + 0
2cosx+ 2 + 0 -

f'(x) 0 + 0 - 0

On en déduit alors le tableau de variations de :

X 0 3n/4 i
f'(x) 0 + 0 - 0

1,5
! —ﬁ/ \ﬁ

£(0) = (sin0)’ —+2c0s0 =0 -2 x1=—/2

EEX] Soit f1a fonction définie sur R par f(x) = sin(4x).

1 Etudier la parité de fpuis montrer que f est périodique de période —.

2 Etudier les variations de f'sur {O ; Z} puis dresser son tableau de variations.

3 Représenter graphiquement C, dans un repére orthogonal sur [-7; 7).

18. Ftudier une fonction trigonométrique
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EEF Soit f'1a fonction définie sur R par f(x) = (sinx)(cosx).
1 Justifier pourquoi il suffit d’étudier les variations de f'sur I’intervalle [0 ; g}

2 Etudier les variations de f'sur [0 ; 5} puis dresser son tableau de variations.

3 Représenter graphiquement C, dans un repére orthogonal sur [—Tc ; n].

EE¥] Soit f'1a fonction définie sur R par f(x) = 4sin’ x + 3cosx.
1 Justifier que fn’est ni paire ni impaire.

2 Justifier que fest 2w -périodique.

3 En admettant que pour tous réels a et b,

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa,
montrer que pour tout réel x, f'(x) = 3sinx(2 sin(Zx) - 1) .

4 FEtudier les variations de f'sur [—TE ; n] puis dresser son tableau de variations.

5 Représenter graphiquement C, dans un repere orthogonal sur [—27: ; 27:].

Pour vous aider & démarrer

EEEl 1 Pour tout réel X, sin(—X) = —sin X
et sin(X + 27) = sin X.
2 (sinu), =u'cosu .
[f¥] 1 Pour tout réel x, sin(x + 1) = —sinx
et cos(x + TE) = —COSX.
2 (uv)' = u'v + uv' puis utiliser ’égalité cos2x + sin2x = 1

afin de faire apparaitre, par exemple, uniquement du cos?x.

18.3 1 Un contre-exemple suffit : choisir un réel x pour lequel
f(=x) # f(x) etunréel x pour lequel f(—x) = —f(x).
3 (u” )' = nu'u"" avec u(x) = sinx.
Enfin, on pourra factoriser f ’(x) puis poser @ = b = x.

4 Etudier le signe de chaque facteur de f”(x).
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LExencice 18.1]

1 La fonction fest impaire car pour tout réel x,
f(—x) = sin(4(—x)) = sin(—4x) = —sin(4x) = —f(x).

Elle est également périodique de période 5 car pour tout réel x,

f(x + g] = sin(4(x + %D = sin(4x + 27:) = sin(4x) = f(x)

2 La fonction f'est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.
Comme f = sinu avec u(x)=4x, f'(x)= u'(x)cos(u(x)) = 4cos(4x).
Pour étudier le signe de cos(4x) , 1l suffit de résoudre 1’équation et I’inéquation
suivantes :

4x =§+2kn,of1k e
cos(4x) =0 < ou

4x = -2y 2k'monk' € Z

x=£+ﬁ,oﬁkeZ
8 2
= ou
x=—+" T oukez
)

Dans I’intervalle [O ,g} , 11 n’y a que la solution %, obtenue par £k = 0.

cos(4x) > 0 < —§+ 2km < 4x < §+ kot k € Z

c>—£+k—n<x<£+k—n,oﬁkeZ.
8 2 8 2
/2
™ 0
—7/2
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Ainsi, dans [0;%} ona cos(4x) >0 < 0<x< g, obtenu par k = 0.
On en déduit le tableau de variation suivant :

X 0 /8 /4
S'(x) + 0 -

! o/l\o

SE
3

oo

o

00| H{----mnn--2
ISR

Pour cela, étudions la parité et la périodicité de f.
Cette fonction est impaire car pour tout réel x,
f(=x)= (sin(—x))(cos(—x)) = (—sinx)(cosx) = —f(x).
Elle est également périodique de période m car pour tout réel x,
f(x+m)= (sin(x + Tc))(cos(x + n)) = (—sinx)(—cosx)
f(x+m) = (sinx)(cosx) = f(x).
Etant n-périodique, on peut I’étudier sur un intervalle de longueur © comme

[—g ; g} . L’imparité de f permet donc de I’étudier sur [0 ; g} .
La fonction f'est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables.
De plus, f =uv avec u(x)=sinx et v(x)=cosx donc f" =u'v+uv'
avec u'(x) = cosx et V/(x) = —sinx d’ou f’(x) = cos?x — sin>x.

Pour étudier le signe de /”(x), il suffit de résoudre I’équation f”(x) = 0
(cette question a été traitée dans 1’exercice 16.2b de la fiche 16) et I’inéquation
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